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本 书 系统 地 介绍 了 在 地 球 物理 学 中 广泛 应 用 的 线性 反 演 理论 及 
正在 兴起 的 非 线性 反 演 方法 。 全 书 共 五 章 ,第 一 章 : 线 性 反 演 理论 概 
述 ; 第 二 章 :线性 问题 的 长 度 解 ;第 三 章 : 广 义 反 演 法 ;第 四 章 : 
Backus-Gilbert 反 演 理论 ;第 五 章 : 非 线性 反 演 方法 。 前 四 章 属 线性 
反 演 理论 ,第 五 章 简单 介绍 了 目前 常用 的 一 些 非 线 性 反 演技 术 。 

本 书 既 有 各 种 反 演 方法 的 数学 公式 推导 ,又 有 物理 概念 分 析 , 易 
于 理解 和 掌握 ,具有 较 强 的 理论 性 和 实用 性 ,可 供 地 球 物理 探测 与 信 
息 技术 专业 的 研究 生 和 本 科 生 以 及 其 他 从 事 地 球 物理 、 地 球 化 学 、 数 
学 地 质 、 迄 感 等 工作 的 科技 人 员 和 研究 人 员 参 考 。 
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宇宙 万 物 都 在 矛盾 中 存在 着 运动 着 。 任 何事 物 都 是 一 分 为 二 
的 ,对 立 统一 的 , 既 有 正面 ,也 有 它 的 反面 。 在 初等 数学 中 有 指数 和 对 
数 ,三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 , 双 曲 函数 和 反 双 曲 函数 等 ;在 高 等 数学 
中 有 傅 氏 变换 和 传 氏 反 变换 , 拉 普 拉 斯 变换 和 拉 普 拉 斯 反 变 换 , 裙 积 
和 反 宰 积 等 ;在 物理 学 中 有 正 电 子 和 负电 子 , 质 子 和 反 质 子 ,物质 和 
反 物 质 等 ;同样 ,在 地 球 物理 学 中 有 正 ( 演 ) 问 题 和 反 ( 演 ) 问 题 。 

如 果 我 们 用 已 知 自 变 量 工 去 求 函 数 y=f (xc) Oth, B— PR 
数 /(Cz) 去 求 其 变换 下 一 人 CH(z)) ,已 知 一 个 地 球 物 理 模 型 去 求 其 响 
应 函数 这 类 问题 叫 正 演 问题 的 话 , 那 么 由 (rz) 求 r, 由 卫 (FCz)) 求 
/Crz)， 由 地 球 物 理 观 测 资料 去 反 推 地 球 物 理 模型 ,这 类 问题 就 统称 
为 反问 题 ,或 者 求 反 演 问题 。 

反问 题 是 对 正 问题 而 言 的 。 比 如 ,微分 方程 的 正 问题 是 研究 如 何 
描述 与 刻画 物理 过 程 、 系 统 状态 等 现象 ( 即 建立 微分 方程 ) ,以 及 根据 
过 程 与 状态 的 特定 条 件 ( 初 始 或 边界 条 件 ) 去 求解 这 一 定 解 问题 ,从 
而 得 到 过 程 与 状态 的 数学 描述 ;而 微分 方程 的 反问 题 , 是 指 从 微分 方 
程 解 的 某 些 泛 函 去 确定 微分 方程 的 系数 (或 其 右 端 项 )。 很 明显 ,这 里 
有 两 类 反 演 问 题 ,第 一 类 是 确定 过 程 的 过 去 状态 ;第 二 类 是 借助 解 的 
某 些 泛 函 去 确定 微分 方程 的 系数 。 

无 论 哪 一 类 反问 题 ,都 是 属于 地 球 物理 反 演 理论 研究 的 范围 。 因 
此 ,“ 别 除 ”" 具 体 反 演 问题 的 物理 内 容 ,地 球 物理 反 演 就 可 以 概括 为 : 
地 球 物理 学 中 的 反 演 理论 就 是 研究 把 地 球 物理 学 中 的 观测 数据 映射 
到 相应 的 地 球 物理 模型 的 理论 和 方法 。 

地 球 物理 学 涉及 广泛 的 内 容 , 有 地 震 学 、 重 力学 、 电 磁 学 、 热 学 、 
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地 球 年 龄 学 等 ,即使 在 同一 学 科 分 支 中 也 有 各 种 不 同 的 资料 采集 方 
法 ,如 地 震 学 中 就 有 反射 法 和 折射 法 ,电磁 法 中 有 直流 电 法 和 交流 电 
法 (或 电磁 法 ) 等 。 在 各 种 方法 中 ,又 有 许多 变种 ,如 交流 电 法 中 有 人 
工 源 和 天 然 源 电磁 法 之 分 等 等 。 尽 管 地 球 物 理学 家 研究 地 球 所 依据 
的 物性 参数 不 同 , 方 法 各 异 , 正 演 公 式 也 千差万别 ,但 是 观测 资料 的 
反 演 方法 却 有 许多 共同 之 处 。 作 为 反 演 理论 ,本 书 只 涉及 各 种 地 球 物 
理 观 测 数据 反 演 方法 之 共同 理论 , 反 演 中 所 遇 到 的 共同 问题 ,以 及 解 
决 这 些 问题 所 必须 采取 的 共同 措施 (假定 读者 已 经 热 悉 各 种 地 球 物 
理 的 正 演 问题 ) 。 然 而 ,为 说 明 各 种 反 演 方法 的 实际 效果 ,我 们 又 不 得 
不 以 某 些 具体 地 球 物理 问题 为 例 , 从 而 也 不 可 避免 地 会 涉及 一 些 具 
体 的 正 演 问题 。 

绝 大 多 数 地 球 物理 问题 都 是 非 线 性 问题 。 然 而 ,在 一 定 条 件 下 非 
线性 问题 可 以 线性 化 , 即 把 非 线 性 问题 化 成 线性 问题 。 众 所 周知 ,地 
球 物理 反 演 问题 有 线性 反 演 和 非 线 性 反 演 之 分 ,前 者 指 观测 数据 和 
地 球 物 理 模型 之 间 存 在 线性 关系 (线性 函数 或 线性 泛 函 )， 而 后 者 是 
非 线性 关系 ( 非 线性 函数 或 非 线 性 远 函 )。 线 性 反 演 法 已 经 形成 了 完 
整 ,系统 的 理论 , 近 30 年 来 获得 了 广泛 的 应 用 。 非 线性 反 演 法 近年 来 
发 展 迅 速 , 日 新 月 异 ,已 成 为 反 演 理论 家 重点 研究 的 领域 。 按 照 在 实 
现 反 演 映射 时 是 否 需 要 选 代 , 可 把 反 演 方法 分 为 间接 反 演 法 和 直接 
反 演 法 ,需要 迭代 的 叫 间 接 反 演 法 ,反之 称 直接 反 演 法 ;按照 应 用 的 
领域 ,人 们 又 常 把 反 演 方法 分 为 诸如 地 震 反 演 法 、 重 力 反 演 法 等 ,其 
至 有 人 以 反 演 方法 的 提出 人 命名 ,如 高 斯 -牛顿 法 , 马 压 特 法 等 。 

虽然 反 演 理论 已 在 地 球 物理 的 各 个 领域 获得 了 广泛 而 成 功 的 应 
用 ,但 它 毕 竟 是 近 30 年 才 发 展 起 来 的 地 球 物 理学 的 新 兴 分 支 ,还 不 
能 说 它 的 理论 (特别 是 非 线性 反 演 理论 ) 已 经 完备 ,效果 令 人 十 分 满 
意 。 和 任何 新 兴学 科 或 新 生 事物 一 样 , 它 还 有 许多 问题 孟 待 解决 ,就 
是 现 有 的 方法 和 理论 也 还 需要 在 实践 中 不 断 改进 、 补 充 和 完善 。 

应 该 指出 , 既 不 应 该 把 地 球 物理 学 中 的 反 演 理 论 当成 与 地 球 物 
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理 问题 无 关 的 纯 抽象 的 数学 问题 来 学 ,也 不 应 该 把 它 看 成 是 一 种 纯 
方法 技术 问题 ,忽视 其 理论 性 和 一 般 指导 原则 ,否则 就 是 片面 的 。 笔 
者 认为 ,只 有 具备 一 定 的 数理 基础 ,同时 又 较 好 地 懂得 地 球 物理 学 的 
人 ,才能 更 好 地 完成 反 演 工作 所 面临 的 任务 。 

如 果 我 们 把 地 球 物理 问题 分 为 资料 采集 、 数 据 处 理 和 反 演 解释 
三 个 阶段 的 话 , 那 么 ,资料 采集 是 基础 ,数据 处 理 是 手段 , 反 演 解释 才 
是 地 球 物理 工作 的 目的 。 反 演 解 释 工作 是 地 球 物理 工作 中 最 重要 的 
一 个 阶段 。 随 着 地 球 物 理工 作 的 不 断 深入 和 发 展 , 随 着 科学 技术 特别 
是 计算 技术 的 发 展 , 反 演 理论 会 日 到 完 善 ,会 越 来 越 显 示 出 强大 的 生 
命 力 ,为 当今 地 球 科学 的 发 展 作 出 自己 的 贡献 ! 


第 一 章 ”线性 反 演 理论 概述 


$1 反 演 理论 的 目的 和 任务 


目前 ,人 类 对 地 球 内 部 的 物理 性 质 (包括 速度 、 密 度 、 电 导 率 、 温 
度 等 ) 以 及 矿产 资源 的 分 布 已 经 有 了 不 同 程度 的 了 解 .这 种 知识 多 数 
来 自 于 地 表 地 质 和 地 球 物理 、 地 球 化 学 资料 的 反 演 和 解释 ,而 不 是 来 
自 于 钻井 。 对 于 地 球 表层 的 了 解 是 如 此 ,深层 更 是 如 此 。 通过 大 陆 深 
钻 和 海洋 深 钻 获取 地 碗 深 处 的 地 质 、 地 球 物理 信息 是 必要 的 ,但 是 它 
毕竟 耗资 巨大 ,而 且 深度 有 限 ,所 获得 的 资料 也 仅 来 自 一 孔 之 见 。 要 
少 花 钱 多 办 事 的 唯一 途径 是 应 用 地 球 物理 和 地 球 化 学 的 方法 ,在 采 
集 到 可 靠 的 第 一 手 资 料 后 ,加 强 资料 的 处 理 和 反 演 解释 ,以 获取 更 接 
近 于 真实 的 地 球 物理 和 地 球 化 学 模型 ! 

由 此 可 见 , 地 球 物理 学 中 的 反 演 理论 的 目的 是 根据 观测 数据 求 
取 相 应 的 地 球 物理 模型 .所 以 ,首先 必须 确定 观测 数据 和 地 球 模型 参 
数 之 间 的 函数 关系 ,使 地 球 物理 工作 者 既 可 根据 给 定 的 模型 参数 计 
算 相应 的 观测 数据 ( 即 实现 正 演 计算 ), 也 可 以 根据 观测 数据 求 取 地 
球 物理 模型 的 参数 ,实现 反 演 映射 .显然 , 正 演 是 反 演 的 前 提 和 条 件 ， 
只 有 解决 了 正 演 计算 ,不 管 是 靠 解析 的 方法 还 是 数值 的 方法 , 才 有 可 
能 实现 反 演 映射 。 遗 感 的 是 ,并 不 是 对 所 有 地 球 物理 问题 ,科学 家 都 
弄 清 了 它们 的 机 理 , 确 定 了 它们 的 数学 物理 模型 的 ,如 天 然 地 震 预 
报 、 地 磁场 的 起 因 和 向 西 漂移 等 就 是 这 类 问题 的 典型 代表 。 毫 无 疑 
问 , 对 这 类 问题 ,目前 反 演 是 无 能 为 力 的 。 

但 是 ,这 并 不 是 建立 了 正确 的 数学 物理 模型 以 后 , 反 演 问题 就 完 
全 解决 了 。 那 种 把 反 演 问题 和 正 演 问题 等 同 起 来 ,以 为 反 演 理论 没有 
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自身 需要 解决 的 特殊 问题 ,显然 也 是 不 对 的 。 

和 其 他 学 科 一 样 , 反 演 理论 也 有 其 需要 解决 的 特殊 问题 ,正如 著 
名 的 反 演 理论 家 R. Parker 在 其 有 名 的 论文 (Understanding Inverse 
Theory》 中 所 概括 的 那样 , 反 演 理论 必须 解决 四 大 问题 。 

(1) 解 的 存在 性 : 即 给 定 一 组 观测 数据 后 ,是 否 一 定 存 在 一 个 能 
拟 合 观测 数据 的 解 或 模型 ; 

(2) 模 型 构 制 :如 果 存 在 性 是 肯定 的 ,如 何 求 得 或 构 制 能 拟 合 观 
测 数据 的 模型 

(3) 非 唯一 性 :能 拟 合 观测 数据 的 模型 是 唯一 的 ,还 是 非 唯一 的 ; 

(4) 结 果 的 评价 :如 果 解 是 非 唯一 的 ,如 何 才 能 从 构 制 的 模型 中 
提取 关于 真实 模型 的 地 球 物理 信息 。 

在 地 球 物理 资料 的 反 演 中 , 解 的 存在 性 已 被 大 量 的 理论 文章 和 
实际 资料 所 证 实 。 地 球 物理 学 家 把 存在 性 问题 留 给 数学 家 们 去 研究 ， 
他 们 对 此 并 不 十 分 感 兴趣 。 然 而 ,这 并 不 是 说 这 个 问题 毫 无 意义 。 事 
实 上 , 它 是 对 所 研究 的 地 球 物理 问题 的 数学 物理 模型 及 其 假设 条 件 
的 正确 性 的 检验 ,具有 重大 的 理论 意义 和 明显 的 实际 价值 。 

关于 模型 构 制 , 解 的 非 唯一 性 和 结果 的 评价 ,是 本 书 要 讲解 的 主 
要 内 容 , 以 后 几 章 中 要 详细 研究 。 

值得 提 及 的 是 ,有 的 反 演 理论 家 将 解 的 稳定 性 问题 也 作为 反 演 
理论 必须 研究 的 重要 问题 之 一 ,我 们 也 将 在 适当 的 章节 中 加 以 介绍 。 


$ 2 数学 物理 模型 和 响应 函数 的 正 演 问题 


在 地 球 物理 学 中 ,将 观测 数据 和 地 球 的 物理 模型 参数 联系 起 来 
的 数学 表达 式 叫 数学 物理 模型 .不同 的 地 球 物理 问题 ,其 数学 物理 模 
型 是 不 同 的 ,就 是 同一 个 地 球 物理 问题 ,其 观测 方式 不 同 ,近似 条 件 
有 变化 ,其 地 球 物理 模型 也 不 一 样 。 
虽然 地 球 物理 问题 千差万别 .但 把 观测 数据 和 物理 模型 参数 联 
系 起 来 的 数学 表达 式 却 只 有 线性 和 非 线 性 两 大 类 。 如 以 + 表示 模型 
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参数 ,y 表示 观测 数据 ,F 表示 联系 x+ My 的 函数 或 泛 函 表达 式 , 则 
满足 

(1) F(2,+-2,)=F(2,)+F(2.)=y 

(2) F(axr)=aF(xr)=y 
两 个 条 件 时 , 称 F 为 线性 函数 或 线性 泛 函 , 其 中 a 为 常数 。 

不 言 而 喻 ,凡是 不 满足 (1. 1) 式 的 函数 或 泛 函 就 是 非 线性 的 了 。 
在 地 球 物理 学 中 , 绝 大 多 数 观测 数据 和 模型 参数 之 间 都 不 满足 线性 
关系 。 但 是 ,在 一 定 近似 条 件 下 均 可 简化 或 近似 简化 为 线性 关系 。 因 
此 ,线性 反 演 问题 是 地 球 物理 学 家 最 关心 的 问题 之 一 ,也 是 本 书 要 论 
述 的 重点 。 

不 管 是 在 线性 反 演 法 中 ,还 是 在 非 线性 反 演 法 中 ,都 涉及 到 地 球 
响应 函数 (或 理论 观测 值 ) 的 计算 。 正 演 是 反 演 的 前 提 和 条 件 ,只 有 准 
确 地 计算 出 地 球 的 响应 函数 , 才 有 可 能 求 得 可 靠 的 地 球 物理 模型 。 

如 果 观 测 数 据 和 地 球 物 理 模型 之 间 存 在 着 确定 的 函数 关系 ,这 
种 正 演 计算 在 计算 机 程序 中 是 不 难 实现 的 。 但 是 ,在 许多 情况 下 ,如 
二 维 、 三 维 时 ,观测 数据 和 地 球 物 理 模型 之 间 并 不 存在 明显 的 函数 关 
系 ,这 时 就 应 借助 于 数值 的 方法 ,比如 用 有 限 差分 ,有 限 单元 ,积分 方 
程 等 方法 来 实现 正 演 计算 。 


S$ 3 非 线性 问题 的 线性 化 与 连续 模型 的 离散 化 


如 前 所 述 , 将 非 线性 问题 线性 化 ,使 非 线 性 反 演 问题 简化 为 线性 
反 演 问题 ,是 当今 解决 非 线性 反 演 问题 的 一 个 重要 途径 和 方法 。 下 面 
将 简单 介绍 一 些 非 线性 问题 线性 化 的 方法 。 

1. 参数 置换 法 

所 谓 参数 置换 法 ,就 是 通过 参数 置换 将 非 线 性 的 地 球 物 理 方程 
线性 化 ,以 便于 应 用 线性 反 演 方法 求解 模型 的 参数 。 

例 1 某 地 [其 坐标 为 (r,y,h)] 发 生 天 然 地 震 后 ,在 其 附近 的 地 
震 观测 站 [其 坐标 为 (ze,y,0)] 观 测 到 直达 波 P 的 走时 tr Gk R= 
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(1.1) 


1,2,…,nin 为 观测 站 的 数目 。 假 定 地 球 介 质 是 均匀 的 ,发 震 时 刻 为 
to, 则 下 列 方程 存在 : 

(ar)? + (yy PAP tnt) Vr (k=1,2,°",n) 
这 里 Va( 或 vn) 为 介质 中 地 震波 的 传播 速度 。 

对 地 震 参 数 (rz,y,h,to,Vr) 而 言 ,上 式 是 一 个 非 线性 方程 。 

设 :an 二 1， 


An=— 2245 








an= — 2yr» 
an= — th» 
ars = trr» 
b= r+ yr 
以 及 
PM=r Hy +h tive, 


Ps=tVirw 

则 上 式 可 化 为 

anpit+ampstanp Hanpi tarps th:=0 (k=1,2, n) 

a. 2) 

由 于 以 上 方程 的 系数 矩阵 lau) MA ROR bs 可 以 根据 第 A 个 观 
测 点 的 地 理 坐 标 (zi,y) 和 地 震波 的 走时 im 求 得 。 因 而 ,只 要 ”之 5， 
则 +2 Oss Pcs Os 就 不 难 用 线性 反 演 理论 求 得 ,从 而 地 震 参 数 (z,y， 
hh,to,Vr) 就 可 迎刃而解 了 。 

例 2 用 统计 法 求 取 弹性 介质 的 吸收 系数 。 

大 家 知道 ,从 震源 发 出 的 地 震波 在 到 达 接 收 点 时 ,其 振幅 会 发 生 
变化 ,在 无 色散 系统 中 ,振幅 的 变化 主要 来 源 于 波 前 面 的 扩散 和 介质 
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的 吸收 。 前 者 与 距离 ~ 成 反比 ,后 者 与 距离 ~ 呈 负 指数 的 关系 , 即 
Ai 一 cr ie 所 
=at le -多 (=1,2,.",n) 
式 中 :c 是 比例 常数 ja 一 co ,6 一 au a 是 吸收 系数 。 
从 上 式 不 难看 出 ,观测 数据 A 和 待 求 系数 a 和 4 之 间 是 非 线性 
关系 。 但 是 ,如 将 上 式 两 端 同 取 对 数 , 则 有 : 
InA;=Ina —lnt;— bt; (=1,2, sn) 


或 
yi=u—bt; (i=1,2, sn) 

其 中 : 
入 一 ln4, 十 ln (i=1,2, sn) (1.3) 
u=lna 


只 要 n2 MAEDA BAC. 3) ,不 难 求 得 u 和 46, 因而 就 很 容易 
求 出 c 和 吸收 系数 a 了。 

2. 台 劳 级 数 展开 法 

级 数理 论 告 诉 我 们 ,任何 一 个 函数 f(x) ,如 果 满 足 条 件 : 

DER a 的 某 邻 域 |z 一 a|<6 内 有 定义 ; 

《2) 在 此 邻 域 内 从 1 阶 一 直到 (nn 一 1) 阶 的 导数 S a), 
PICr) 存 在 ; 

(3) 在 a 处 有 nn 阶 导数 f(a), 那 么 f(z) 在 点 a 的 邻 域内 可 表 
成 如 下 台 劳 级 数 : 


f(z)=f(a)+f (a(x a) +f" aa ater t ESO) 
(z—a)"+0(|xz—a|") 
其 中 :ol|z 一 a1") 为 高 阶 无 穷 小 。 如 果 仅 取 前 两 项 作为 /(z) 的 一 阶 
近似 , 则 有 : 

f(@)=fla+f' (a) (zr—a)to (|z 一 al) (1.4) 
忽略 上 式 中 的 一 阶 无 穷 小 , 则 有 : 





S(x)~fla)+f' (a) (r—a) (1.5) 
如 果 是 N 维 向 量 , 则 有 : 





F=f LD Cra) a.6) 
RP.: 
ay a, | 
T: a: 
gm < $ as š 
Tr. | 
将 (1.6) 式 应 用 于 非 线性 地 球 物理 问题 , 则 有 : 
` o 
a,=a,+ 2 (24) Am G= Lads) 
或 
ad= 21 a2) a (1.7) 


式 中 :< 为 第 7 个 观测 数据 , 且 
d,=f(m,à) (j=1.2,..,M) 
是 一 个 非 线性 函数 ,m N 维 模型 向 量 ;| L| "代表 在 起 始 模型 mm 
处 ,第 /个 观测 值 六 (或 .) 对 第 个 模型 参数 加 之 偏 导数 ;Am =m, 
一 me，, 即 第 了 个 模型 参数 之 增 证 ;Ad =d d, 之 差 ,是 第 ;个 观测 
数据 d, 和 在 me 处 的 理论 数据 di" 之 差 ,. 即 观测 数据 之 增 证 。 
将 (1. 7) 式 改写 为 矩阵 方程 , 即 有 ， 
Ad=GAm (1.8) 


式 中 : 





Ad, lAn, | 


Ad, [Sn | 
Ad= | . :， Am= | sic 

ž b | 
| 


Adu Amy | 








(Sy (Sy ~ (3) 
Galen) Veen (Se 


(A) (y e (ate) 
əm, \ am, \ amy 

由 此 可 见 , 将 非 线性 地 球 物理 响应 函数 线性 化 ,可 以 得 到 形 如 
(1. 8) 所 示 的 矩阵 方程 到 此 ,不 难 用 线性 反 演 理论 ,经 反复 迭代 求 出 
拟 合 观测 资料 的 一 个 模型 。 

将 (1. 6) 式 应 用 于 目标 函数 (或 方差 函数 ) ,将 非 线性 的 目标 函数 
线性 化 ,也 可 利用 线性 反 演 理论 ,实现 观测 资料 的 反 演 。 

设 目标 函数 


(7 一 1,2,…， M) (1.9) 


将 它 在 初始 模型 mm 附近 按 台 劳 级 数 展开 ,并 上 略 去 三 次 以 上 的 高 阶 
项 , 则 有 : 

Y=Y°+ =| 六] A 15 >| ae). Am,Am, 
SUN AR HARENREREeE, 若 将 上 式 写 成 矩阵 ， 
则 得 

P= + AV'Am+Am'QAm (1.10) 








Am= | : G.11) 























aw | av | EA | aw \° 
(== am,am, am,amn 
a? | ay $ ex! | aw \° 
Q= (3 =a | Əm:ƏM | ƏMƏMy . + (1.12) 
vy \° | ay |? > | aw 
=S on] amyamy 
目标 函数 (1. 10) 极 值 存 在 的 必要 条 件 是 
av 
sim7 
故 (1. 10) 变 为 
AY=QAm (4.13) 


显然 ,(1.13) 和 (1.8) 完 全 相同 。 应 该 指出 ,对 线性 方程 (1.8) 和 
(1.13) 求 解 可 以 得 到 Am, 即 求 得 参数 的 校正 向 量 。 它 们 还 不 是 待 求 
的 模型 参数 m, 还 必须 对 初始 模型 进行 校正 ,校正 后 的 模型 也 不 一 定 
就 是 待 求 的 模型 (不 一 定 能 拟 合 观测 数据 )。 因 此 ,还 必须 以 校正 后 的 
模型 作为 初始 模型 ,重复 上 述 步骤 ,反复 迭代 ,直至 拟 合 观测 数据 为 
止 。 

除 以 上 两 种 非 线性 函数 线性 化 的 方法 外 ,在 地 球 物理 资料 反 演 
中 ,还 有 许多 种 其 他 方法 ,读者 可 参考 有 关 文 献 。 

在 连续 介质 情况 下 ,如果 观 测 数据 与 连续 模型 之 间 旺 非 线 性 泛 
函 关系 ,也 可 以 在 一 定 近 似 条 件 下 ,用 各 种 不 同 的 方法 ,将 非 线 性 泛 
函 化 为 线性 泛 函 ,这 已 成 了 近年 来 解决 非 线性 泛 函 反 演 问题 的 重要 
途径 。 

其 实 , 在 观测 数据 和 模型 之 间 星 线性 泛 函 , 即 当 ， 


a= | erm de G=1,2,=, M) (1.14) 


时 ,也 可 以 将 连续 模型 m(z) 离 散 化 ,实现 观测 数据 的 反 演 。(1.14) 中 
dj 是 第 j 个 观测 数据 ;m (=) 是 地 球 物理 模型 ,是 = 的 连续 函数 , 它 可 
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是 电阻 率 、 速 度 、 密 度 、 温 度 以 及 其 他 任何 待 求 的 地 球 物理 参数 ,z 


(ati) RRB, CRE = 的 函数 ,也 是 参数 的 函数 。 


如 将 线性 积分 方程 (1. 14) 中 的 模型 m(z) 离 散 化 ,将 它 分 为 N 
个 区 间 ,并 假设 每 个 区 间 中 的 模型 m,(z) 是 一 个 常量 , 则 (1.14) 可 写 


为 


d= Gam, G=1,2,=,M) 


RP: 


G;= 


ji 


显然 (1. 15) 可 以 表示 为 矩阵 方程 , 则 有 : 


d=Gm 


AP: 


G= 


Ldu 


ra 
d, 


[Gu Ga 
Ga G2 





[Gm Gum 


f g(z,t,)dz 
tima 


Cj=1,2, =, M) 


Gun. 


(1.15) 


(1. 16) 


(1.17) 


(1. 18) 


(1.19) 


由 矩阵 代数 不 难 求 得 (1. 17) 式 的 解 。 这 里 ,需要 着 重 说 明 的 是 ， 
CIDA. 14) 式 是 线性 反 演 理论 中 最 为 重要 的 两 个 方程 。 线 性 反 
演 理论 就 是 研究 解 这 两 个 方程 的 理论 .方法 ,以 及 由 此 而 引申 的 一 系 


列 问题 。 


8$ 4 模型 构 制 


现在 将 讨论 模型 构 制 , 即 平常 所 讲 的 “ 反 演 方法 ”问题 ,这 是 本 书 
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将 要 研究 的 重点 在 这 一 节 中 ,我 们 将 简要 地 介绍 一 下 模型 构 制 的 基 
本 思路 和 基本 方法 ,让 读者 有 一 粗略 了 解 ,为 后 面 几 章 的 学 习 打 下 基 
础 。 

让 我 们 回 到 (1. 17), 且 设 


一 m 

MXD AP NON SD 
其 中 :d 是 MX1 维 向 量 ;G 是 MXN BRA am 是 NX1 AH. 显 
然 ,这 里 有 四 种 情况 : 

(1) 当 M=N=r, 且 G ' 存 在 时 .方程 (1.17) 有 唯一 解 。 这 里 7 
是 矩阵 G WK, GRR RY 

(D4 M>N=r 时 ,方程 (1.17) 是 超 定 方程 ,无 常规 意义 下 的 
解 ,但 有 最 小 方差 解 ; 

(3) 当 NN 二 M=r 时 ,方程 (1.17) 是 欠 定 方程 ,也 无 常规 意义 下 
的 解 , 但 有 |m| 王 min 意义 下 的 最 小 长 度 解 ; 

(4) 4 min(M,N)>r 时 .方程 (1.17) 的 问题 是 混 定 问题 , 这 时 ， 
只 有 同时 在 两 种 限制 条 件 ( 即 最 小 方差 和 模型 最 小 长 度 条 件 ) 限 制 之 
下 ,方程 才 有 解 。 

这 里 讲 的 方差 或 模型 长 度 都 是 指 在 Lo 范 数 意义 下 的 欧 基 里 德 
空间 的 长 度 。 当 然 ,也 可 以 在 其 他 测度 C7,7s,… ,Tw) 为 最 小 的 意义 
下 估算 模型 参数 。 测 度 定义 不 同 , 对 模型 参数 和 观测 数据 加 权 方 式 不 
同 ,就 会 派生 出 各 种 不 同 的 反 演 方法 。 

以 上 讨论 了 地 球 物理 模型 参数 为 离散 情况 下 (包括 将 连续 模型 
离散 化 以 后 的 情况 ) 模 型 构 制 的 基本 思路 和 基本 方法 。 下 面 ,将 介绍 
在 连续 介质 条 件 下 如 何 反 演 。 

介质 的 物性 是 空间 坐标 的 连续 函数 ,有 以 下 三 种 情况 : 

(1) m= 二 m(z), 即 介质 的 物性 仅 是 一 个 空间 坐标 ,比如 说 深度 = 
的 函数 , 即 一 维 模型 ; 

(2) m= 二 m(.r,z), 即 介质 的 物性 是 两 个 空间 坐标 +、z 的 函数 , 即 
二 维 模型 。 这 时 ,我 们 常 称 水 平 坐标 方向 y 为 二 维 模型 的 走向 ,x 为 
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倾向 。 

《3)zz 二 mm(zy<), 是 三 维 介质 ,这 时 介质 没有 明显 的 走向 。 实 
际 的 地 球 物理 模型 都 是 三 维 的 ,只 是 在 一 定 近似 条 件 下 方 可 视 为 二 
维 ,甚至 一 维 的 .为 什么 要 把 实际 地 球 物理 模型 近似 为 二 维和 一 维 的 
We? 因为 一 维 \ 二 维 的 正 演 公式 简单 ,计算 方便 。 这 种 近似 ,在 较 小 的 
空间 范围 内 和 一 定 精 度 意 义 下 是 允许 的 。 

在 连续 介质 情况 下 , 欲 根据 有 限 个 观测 数据 4)(j 二 1,2,…,M)， 
求 取 无 限 个 未 知 数 的 连续 函数 ,无 疑 是 不 可 能 的 ,必须 附加 一 些 已 知 
的 限制 条 件 或 先 验 信息 ,附加 的 条 件 越 多 、 越 严格 , 求 得 的 模型 越 接 
近 于 真实 情况 。 这 一 点 ,我 们 还 要 在 以 后 的 章节 中 详细 加 以 论述 。 

由 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,在 模型 构 制 时 ,如 何 处 理 观 测 数 据 和 模 
型 参数 ,有 三 种 不 同 的 观点 和 方法 : 

第 一 ,把 观测 数据 和 模型 参数 ( 既 可 是 离散 模型 ,也 可 以 是 能 用 
有 限 个 参数 表征 的 连续 模型 ) 都 看 成 是 随机 变量 ,通过 研究 它们 所 尊 
循 的 概率 分 布 对 观测 资料 进行 反 演 。 

第 二 ,把 观测 数据 视 为 随机 变量 ,把 模型 看 成 是 由 一 些 确定 参数 
所 决定 的 。 反 演 的 任务 就 是 估算 这 些 待定 的 参数 以 及 它们 可 能 具有 
的 误差 ,这 是 本 书 介绍 的 各 种 反 演 方法 所 持 的 主要 观点 。 

第 三 , 视 观 测 数据 为 随机 变量 ,模型 为 连续 函数 ,形成 一 套 连 续 
介质 的 反 演 理论 和 方法 ,这 就 是 著名 的 Buckus-Gilbert 反 演 法 ,这 是 
本 书 讨论 的 又 一 重点 。 


S5 解 的 非 唯一 性 


正如 前 面 所 指出 的 , 解 的 非 唯 一 性 是 地 球 物理 资料 反 演 中 最 重 
要 的 问题 之 一 。 对 所 有 地 球 物理 问题 都 存在 ,只 是 程度 不 同 而 已 .有 
的 非 唯一 性 问题 小 ,有 的 非 唯 一 性 问题 大 。 反 演 中 的 非 唯一 性 问题 ， 
已 经 引起 地 球 物 理学 家 ,特别 是 反 演 问题 专家 的 严重 关切 。 
非 唯一 性 从 何 而 来 ? 反 演 理论 之 父 一 一 Buckus 和 Gilbert 认为 : 
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“来 源 于 观测 数据 的 数目 并 非 无 限 , 以 及 观测 数据 具有 误差 。 仅 此 而 
a” 

为 了 说 明 解 的 非 唯一 性 ,让 我 们 来 考虑 一 下 和 零 向 量 和 零 空间 的 
概念 。 在 模型 可 用 离散 参数 表示 的 情况 下 ,有 (1. 17) 式 , 即 

d=Gm 
这 里 的 d 和 m 分 别 为 观测 数据 向 量 和 模型 参数 向 量 ,G 称 为 数据 
核 。 

假设 上 式 数 据 方程 有 两 个 非 零 解 m 和 msz, 即 解 是 非 唯一 的 , 则 
A: 

d=Gm, 
和 

d=Gm, 
以 上 二 式 相 减 得 

GGm,—m,)=0 a. 20) 

由 于 两 个 解 m, 和 ms 是 不 同 的 ,因而 其 差 m” 一 mm 一 ms 不 是 
零 , 但 是 Glm 一 m3) 二 0, 所 以 m” 叫 零 向 量 , 由 零 向 量 组 成 的 空间 叫 
零 空 间 。 可 见 , 任 何 具有 零 空 间 的 线性 反 演 问 题 的 解 都 是 非 唯一 的 。 

如 果 , 设 m” 是 数据 方程 d=Gm 的 一 个 非 零 解 , 则 mm” 十 am™" 
也 是 一 个 非 零 解 。 这 里 a 是 一 个 不 为 零 的 任意 常数 。 如果, 某 线性 问 
BA g 个 独立 的 零 向 量 , 则 其 一 般 解 为 : 


mem +S) am" (1. 21) 


RP gen 代表 一 般 解 。 
由 (1.20) 式 可 以 看 出 ,凡是 和 数据 核 G 正 交 的 模型 空间 中 的 向 
量 均 是 零 向 量 m. 显然 ,对 许多 地 球 物理 问题 而 言 ,m” 不 但 存在 ， 
而 且 由 零 向 量 构成 的 零 空 间 的 范围 是 不 小 的 。 
与 线性 方程 类 似 , 如 果 模 型 参数 是 连续 函数 , 则 (1. 14) 式 成 立 ， 
即 
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d= |" g(ese,)m(z)de G=1,2,.…,M) 


式 中 :dj 是 第 7 个 观测 数据 ;g(z,r) 是 第 7 个 核 函 数 ,mm(z) 为 模型 。 
上 式 也 可 以 看 成 是 一 种 线性 变换 , 则 有 

d;=Lj[m(z)] (1. 22) 
这 里 是 线性 算 子 。 

和 线性 方程 一 样 , 如 果 (1. 14) 式 有 两 个 非 零 解 ,比如 说 wa(z) 和 
m,(z), RY 


Frater meme) )dz 
o 


=f e,t medz (j=1,2,,M) 


=LjLm”™*(z)]=0 
式 中 :mMm**(z) 二 mi(z) 一 mz(z) 关 0 叫 零 化 子 。 由 零 化 子 组 成 的 空间 
叫 零 化 空间 。 因 此 ,任何 具有 零 化 空间 的 线性 积分 方程 的 反 演 问题 ， 
其 解 都 是 非 唯一 的 。 

换言之 , 非 唯一 性 问题 意味 着 拟 合 观测 数据 的 模型 分 别 位 于 两 
个 独立 的 空间 , 即 me 和 m BR me") ,之 中 , 且 有 

d=G(m™ +m") =Gm™ +Gm™" 
和 

dj;=1j[m"+m""=L jn] +L, [m] (一 1,2，…AM) 

模型 空间 mw 映射 到 数据 空间 与 d 相对 应 ,而 m”* 的 映射 只 与 
0 相对 应 ,如 图 1. 1 所 示 。 

可 见 , 反 演 一 组 地 球 物理 观测 数据 ,就 是 在 模型 空间 中 寻求 -个 
特殊 解 , 使 之 拟 合 观 测 数 据 . 但 是 ,如 上 所 述 ,在 这 个 特殊 模型 上 加 上 
任何 一 个 零 向 量 ( 或 零 化 子 ) ,所 得 到 的 模型 均 能 拟 合 观测 数据 ,所 以 
解 是 非 唯一 的 ! 

为 了 说 明 线性 反 演 的 非 唯 一 性 ,让 我 们 分 析 以 下 简单 实例 。 
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模型 空间 数据 空间 


图 1.1 0 空间 示意 图 














ry [ 11 1 
—1 0 0 
mi ull ; m3" = ms! 
0 =} 0 
0 0 pad 
故 其 一 般 解 为 : 
f] f !] ry of. 
d 一 1 | 0 | 0 
mens +a, | +a. 二 oa 
d 9| | | | 0 
id L OJ L o [= 





式 中 :am ,azyas 是 不 为 零 的 参数 。 
十 分 清楚 ,线性 反 演 中 的 非 唯 一 性 问题 是 十 分 重要 又 而 必须 认 
14 


真 对 待 的 问题 ,应 该 说 ,原则 上 人 们 对 非 唯 一 性 是 承认 的 ,然而 ,对 其 
重要 性 和 严重 程度 却 不 是 人 人 都 认识 到 了 的 。 


§ 6 结果 的 评价 


既然 ,所 有 地 球 物 理 反 演 问题 ,包括 线性 反 演 和 非 线 性 反 演 问 
题 , 解 都 是 非 唯一 的 ,只 是 程度 不 同 而 已 那么 ,所 获得 的 解 又 有 何 价 
值 呢 ? 它 是 否 包含 了 真实 地 球 物理 模型 参数 所 具有 的 唯一 信息 呢 ? 这 
就 是 结果 评价 所 要 研究 的 问题 。 

Backus 和 Gilbert 在 其 关于 线性 评价 的 文章 中 证 明 : 在 一 定 条 
件 下 ,模型 参数 m 在 平均 函数 4 的 作用 范围 内 的 平均 值 (m) = A'm, 
是 能 从 观测 数据 d 中 所 能 求 得 的 模型 参数 之 唯一 信息 ,而 这 种 信息 
是 不 随 解 反 演 问题 的 方法 以 及 所 加 的 条 件 而 改变 的 。 换 言 之 ,如 果真 
实 的 地 球 物理 模型 为 m', 其 对 应 的 观测 数据 为 d, 而 m, s maste ,mw 
均 为 拟 合 观测 数据 d 的 解 ,Backus-Gilbert 的 评价 理论 说 明 , 在 六 均 
函数 4 的 窗口 范围 内 ,下 式 成 立 ， 

(m) = A'm,=A'm,= += A'my= Atm 
因而 ,其 平均 值 都 是 相等 的 ,也 是 唯一 能 从 观测 数据 中 提取 出 来 的 有 
用 信息 ,可 见 , 任 何 能 拟 合 观测 数据 的 解 , 都 是 有 意义 的 ,因为 它 都 包 
含 了 与 真实 地 球 物理 模型 相同 的 唯一 信息 .评价 理论 也 进一步 说 明 ， 
反 演 工作 者 应 该 把 注意 力 集中 在 平均 函数 窗口 范围 内 的 平均 值 
《m) ,而 不 应 该 仅 关 心 在 某 一 深度 = 处 模型 参数 的 数值 。 否 则 ,就 会 
得 出 错误 的 结论 。 由 此 可 见 , 线 性 评价 是 对 线性 反 演 问题 非 唯一 性 进 
行 估价 的 一 种 极其 重要 的 方法 ,也 是 线性 反 演 理论 的 重要 组 成 部 分 。 

同 理 , 对 连续 模型 而 言 ,以 下 等 式 成 立 ， 


(mz); =| Acs dm ad= [Tarsziymi (z)dz 
o Ja 


== | A sd) md 


式 中 :4(z,z) 为 平均 函数 ;mm'(z) 代 表 真 实地 球 物理 模型 ;mi(z)， 
…,mn(z) 代 表 能 拟 合 观测 数值 的 、 通 过 反 演 所 求 得 的 模型 。 

不 管 对 离散 模型 还 是 连续 模型 , (mm(z)) 能 在 多 大 程度 上 反映 深 
BE = 处 地 球 物理 参数 的 实际 值 ,完全 取决 于 平均 函数 A(z,zo) A 
(z,z0) 的 形态 。 比 如 ,m 代表 速度 时 , 且 有 

m=[v U2 Vy Ve Us ve v vs)" 

而 平均 函数 


fee oe T 
a=[00 4+ > 7 00 0 


则 
(m) =A™m= Maw, 
1 


BIRT mE o 的 模型 参数 的 局 部 平均 值 。 但 是 ,如 果 
1 1 1 1 1 1 1 lor 
A=[g 3 8 8 8 8 8 gl 
则 (om) 就 不 再 代表 某 一 深度 速度 之 局 部 平均 值 了 。 换 句 话说 ,该 地 球 
物理 问题 分 辨 力 是 很 低 的 。 


$7 解 的 稳定 性 


如 前 所 述 , 反 演 问 题 就 是 从 数据 空间 到 模型 空间 的 映射 间 题 ,如 
果 数 据 空间 有 一 个 小 范围 的 变化 ,相应 于 模型 空间 存在 一 个 大 范围 
的 变化 ,如 图 1-2 所 示 , 则 称 这 种 映射 或 反 演 是 不 稳定 的 。 

实践 证 明 , 地 球 物理 学 中 的 反 演 问题 都 是 不 稳定 的 。 只 是 严重 程 
度 不 同 罢了 。 解 不 稳定 ,会 造成 迭代 过 程 中 的 振 功 ,甚至 会 出 现 不 收 
伍 , 给 反 演 工作 造成 极 大 的 麻烦 .因此 ,提高 解 的 稳定 性 ,是 反 演 中 必 
须 采取 的 重要 措施 。 

为 了 说 明 在 地 球 物理 资料 反 演 中 解 的 不 稳定 性 问题 ,让 我 们 来 
研究 一 下 在 地 球 物理 学 中 经 常 遇 到 的 阿 贝 尔 (Abel) 方 程 的 反 演 问 
题 。 其 正 演 公式 为 : 
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模型 空间 数据 空间 


图 1-2 数据 空间 与 模型 空间 的 映射 
“o _m(r) 

d= | dr (1. 23) 
显然 ,这 是 一 个 线性 积分 方程 。 如 将 d(z) 视 为 观测 数据 ,m(r) 视 为 
模型 , 则 g(r,z) 一 1/V 斑 一 六 就 是 核 函 数 。 显 然 根 据 观 测 数据 dir) 
求 模型 m(x) 是 一 个 典型 的 连续 介质 的 反 演 问题 。 值 得 庆幸 的 是 
(1.23) 式 中 的 m(x) 可 以 有 解析 表达 式 , 即 
1 f da 
Lf ee 


ar 





m(r)=— 


(1. 24) 


从 (1.24) 式 可 以 看 出 ,观测 数据 d(z) 的 微小 变化 ,必然 影响 
d(x) ,因而 导致 模型 m(r) 发 生 很 大 的 变化 ,出 现 反 演 的 不 稳定 。 下 
面 ,以 解析 的 办 法 进行 分 析 。 

如 果 ,d(z+) 有 一 观测 误差 6d(Cz) 一 acos&z，* 则 

6d' (zx) 二 一 aksinkz, 代 入 (1.24) 式 ,得 : 


Bm(r) 二 十 f 
车 ~ 一 0, 则 


o aksinkxr 


a 


dm(G) = ale f aksini 
x Jo x 


可 见 , 只 要 ok 足够 大 ,那么 观测 数据 d(7) 的 微小 扰动 ,将 引起 
模型 参数 的 巨大 误差 ,导致 反 演 结果 变 得 极 不 稳定 。 

解 的 不 稳定 问题 ,许多 作者 又 称 为 解 的 病态 问题 ,病态 的 严重 程 
度 取决 于 数据 核 或 核 函数 之 间 是 否 相 关 , 相 关 说 明 稳定 性 低 ;不 相关 
说 明 稳 定性 高 。 关 于 这 个 问题 ,我们 将 在 讲述 核 函 数 性 质 时 详细 论 
述 。 


dr>0.452 ak 





$$ 8 线性 反 演 问题 综述 


在 这 一 节 里 ,将 从 理论 上 进一步 论述 在 线性 反 演 问题 中 解 的 存 
在 性 ,模型 构 制 , 非 唯一 性 等 问题 、 为 使 问题 论述 简单 明了 而 又 不 失 
一 般 性 ,这 里 只 限于 一 维 问题 。 读 者 很 容易 把 它 推广 到 多 维 空间 的 地 
球 物理 反 演 问题 。 

在 连续 介质 条 件 下 ,由 (1.14) 式 知 


d= [atest ms ds (7 一 1.2，… AM1) 
0 


且 

m(z)EL2 (a,b) (1. 25) 
在 观测 数据 数目 有 限 的 情况 下 ,上 式 可 写 为 

d, =d(t,)=(gl257,) ,mm(2)) 

=(g,.m) (J=1,2,.…,M) a. 26) 

式 中 :(gj,m) 表 示 内 积 。 

在 讨论 线性 反 演 理论 若干 问题 之 前 , 先 对 观测 数据 和 核 函 数 作 
如 下 假设 : 

(1)dj,j 二 1,2,…,M 是 没有 误差 的 精确 数据 ; 

(2)gj,J] 二 1,2,…,M 是 线性 无 关 的 。 
若 
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d,=(g;sm) (j=1,2,.",M) 
满足 上 述 两 个 假定 条 件 。 
首先 ,用 这 组 线性 无 关 的 核 函 数 g,(z) 构 成 一 组 正 交 函数 ,有 


p= Doge) (=1,2 6M) .27) 
显然 ， 
p= (1. 28) 
可 见 处 或 (8) 是 无 限 维 Hilbert 空间 中 的 M 维 向 量 : 
pi 8i 
p 82 
y=| .|; 8= 
om ou) 


其 次 ,以 wu 为 系数 ,对 观测 数据 di 作 一 线性 组 合 , 并 令 其 为 E 
则 有 : 


M M 
E, = J ad ;= J agm) 
jmi gat 


M 
=( Lang,om) 
= (gy (z=) sm) (1. 29) 
TRL Ey ERN m (x) FE IE EE HE bs (=) HH EB 
第 三 ,因为 在 区 间 [0,co]J 上 的 任何 函数 m(z) 都 可 表示 为 级 数 ， 
即 


m(z)= D4 Bits 2) (1. 30) 
这 里 ,办 (z) 可 以 视 为 Hilbert 空间 的 任意 正 交 坐 标 基 。 如 果 将 上 式 分 
解 为 两 项 ,并 取 

$=) (一 1,2，…,M) EN 
加 (z) 二 任意 坐标 基 (k>M) “dl 
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则 


m= D Baa N Aha) (1. 32) 
k=1 k- Mah 
可 以 证 明 = E. 
因为 


Ey 一 (办 (=) +m) 


=A), DEA D Bhe) 
ria 


tal 


=( DAUE AEDH N Di( 办 (=) ,pz))) 
d=) 1 M+ 


=| 六 pbv 二 0 =b 
所 以 ,代入 (1. 32) 式 得 ， 


mz) = >) Epe) >) Bib (=) 
m +h 


= J Epe) Hm" e) (1. 33) 
t A: 

(1) 给 定 一 组 观测 数据 : 

d;=(g).m) G=1,2,+5M) 

由 上 面 的 分 析 可 以 看 出 ,只 要 满足 两 个 假定 条 件 ,总 可 以 找到 一 
个 为 (1. 33) 式 所 示 的 能 拟 合 观测 数据 的 模型 m (zx) 与 之 对 应 。 换 言 
之 , 解 是 存在 的 。 

(2) 根据 观测 数据 所 构 制 的 模型 m(z) 始 终 由 两 部 分 组 成 。 第 一 
部 分 为 : 


它 取决 于 观测 数据 d= gma). 
第 二 部 分 为， 
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minh (x)= > By, (2) 


ae M+1 


它 与 观测 数据 无 关 。 由 (1. 33) 式 可 知 ,模型 的 构 制 过 程 ,本 质 上 就 是 
对 线性 无 关 的 核 函 数 gj(=) 实 行 正 交 变 换 , 求 得 相应 的 新 正 交 坐标 
基 内 (k= 二 1,2,…,M) 及 模型 在 这 个 正 交 坐 标 基 上 投影 的 过 程 。 

G) RA. 33) 表 明 , 反 演 问 题 的 解 是 非 唯 一 的 ,因为 反 演 构 制 出 
的 模型 由 两 部 分 所 组 成 。 第 一 部 分 是 特殊 解 , 它 与 M 个 观测 数据 有 
关 , 为 M 维 ; 第 二 部 分 是 零 空间 中 的 零 化 子 向 量 , 与 观测 数据 无 关 ， 
有 co 维 。 在 特殊 解 上 加 以 任何 零 化 子 向 量 所 得 到 的 模型 ,都 可 拟 合 观 
测 数据 ,所 以 解 是 非 唯一 的 。 

将 (1.33) 代 人 数据 方程 (1. 26) 式 , 则 有 : 


M oo 
d, = (g maD = E; DEW 2) Ahe) 
k=l ho M41 
n é 
=(g; D Ep2) + (ein D Bibs (2)) 
si k=M+1 


M M M æ 
=) Dardi dalging) t+ 2) hehe) 
i=l k=M+1 


k=l 4=1 
M M co 


=) Naudia t+ >) Bil gist(2)) 
k=] (=) be M+) 


= Vaidjt D Bley blz)) 
k=l k= M+1 

=d; G=1,2.,M) (1.34) 
这 里 ,我 们 利用 了 (1. 27) C1. 29) C1. 32) BR. C1. 34) 式 说 明 ， 


在 由 M 维 观测 数据 决定 的 M 维特 殊 解 


M 
D Eple) 
fi 


上 加 以 零 化 向 量 m”““*(z) 模 型 , 仍 能 拟 合 观测 数据 。 这 就 无 可 争辩 地 
说 明 , 线 性 反 演 的 解 是 非 唯一 的 , 即 解 的 非 唯一 性 是 存在 的 。 
(4) 在 所 有 能 拟 合 观 测 数 据 的 模型 中 ,Ls 范 数 为 最 小 的 模型 ， 
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= 


必然 是 
Ilm ca) :=0 
的 模型 , 即 “最 小 模型 ”。 因 为 


y 
Imo =| Eg tem]? 
fi 
M 
<| Dewji pma 
a 


M 
= H+ Ye" Cz) HP? 


MAH || m Cz TE 为 最 小 必须 上 mw Cz) 用 一 90。 显然, 最 小 模型 
SERET ER STEALER Ee Ae eee 
ERR f(a) (k= 二 1,2,…,M) 中 的 一 个 M 维 向 量 , 可 以 把 它 看 成 
FER PBR g) (2) MAEA Bp 

mlz o= Se Elz = Sy ae) G=1,2..M) (1.35) 


总 之 ， 根据 观测 数据 假设 | miz) 用 :为 最 小 求 得 的 模型 是 最 小 
模型 ;最 小 模型 是 核 函 数 的 线性 组 合 ; 而 模型 的 构 制 过 程 ,实际 上 就 
是 寻找 正 交 坐 标 基 pe 的 过 程 。 
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第 二 章 ”参数 化 模型 的 最 小 长 度 解 


在 第 一 章 中 已 经 说 明 , 所 谓 参 数 化 模型 是 指 那些 能 用 有 限 个 参 
数 表征 的 模型 , 既 包 括 能 用 有 限 参 数 表征 的 一 维 、 二 维 、 三 维 模型 ,也 
包括 能 用 有 限 参数 表征 的 离散 模型 和 连续 模型 . 简 言 之 ,参数 化 模型 
是 指 参 数 为 有 限 的 那些 模型 。 

在 正式 论述 本 章 内 容 之 前 ,我 们 还 必须 弄 清 最 小 长 度 的 含义 ,在 
处 理 超 定 问题 时 ,为 处 理 观测 数据 中 所 提供 的 “多 余 ” 信 息 而 采用 的 
误差 向 量 为 最 小 ( 即 方差 最 小 ) 的 准则 ;在 解 欠 定 问题 时 ,为 处 理 观测 
数据 所 提供 的 信息 不 是 以 确定 全 部 模型 参数 ,而 采用 模型 参数 向 量 
的 长 度 为 最 小 的 准则 .这 里 误差 向 量 为 最 小 ,或 模型 参数 向 量 长 度 为 
最 小 (都 是 欧 基 里 德 空间 的 长 度 ) ,是 L 范 数 意义 下 的 长 度 ,或 范 数 
为 最 小 。 长 度 的 定义 不 同 ,所 求 得 的 模型 也 会 发 生变 化 。 在 地 球 物理 
资料 反 演 问 题 中 ,经 常 应 用 Lo RL, 范 数 和 La 范 数 等 作为 测 基 
长 度 的 定义 。 基 于 这 种 概念 所 求 得 的 解 ,统称 为 长 度 解 。 


$1 线性 反 演 问题 的 最 小 方差 解 


在 线性 反 演 问题 中 ,如 果 观 测 数据 的 个 数 多 于 模型 参数 的 个 数 ， 
更 准确 地 说 ,在 M>N =r 的 情况 下 ,最 简单 、 最 常用 的 反 演 方法 是 
最 小 方差 法 。 这 里 ~ 是 数据 方程 

(Mx) aes ae (2. 1) 
中 数据 核 G 的 秩 。 

Re 为 观测 数据 d 与 理论 计算 值 Gm 之 误差 向 量 , 则 方差 ( 即 目 
标 函 数 ) 为 

E=e'e=(d—Gm)"(d—Gm) (2.2) 
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RF: 


将 (2. 2) 式 展开 得 : 
E =(d'—m'G')(d—Gm) 
=d'd—m'G'd—d'Gm+m'G'Gm 
最 小 方差 解 必须 满足 : 
2E =—G'd+G'Gm=0 
所 以 m=(G'G)'G'd 
或 对 m 求 偏 导数 ,并 令 其 为 0, 则 有 
3E__ giG+m'G'G=0 
om 
同 理 , 可 得 如 式 (2.4) 所 示 正 态 方程 。 
例 :一 组 观测 数据 为 : 
d  G=1,2,=,M)  (M>5) 
现 欲 用 一 个 平面 方程 


dj=m,+m2zr,+m3y; 


拟 合 之 。 


(2.3) 


(2.4) 


式 中 :mi,m2,ms 为 模型 参数 ;x, 和 y, 是 第 j 个 数据 对 应 的 坐 


标 。 由 (2.1) 知 ,数据 方程 如 下 : 
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d, 1 n y Mi 


d, 1 n y mz 





d=| : |= pe, 
dy l zu yu | |m 
所 以 
1 1 oo 1 1 am 沁 
m -| aS 1 n y 
GG=|r x, Tu a ee as 
DERE 
M Èr; Ly; 
=|Zr, Zr? Ly,z, 
Zy; Zey; Ly? 
而 
ra 17 [E] pe 
d, j 
Crd=|z x, + "| -| 
Yi Ye 8% YM. a. yd; 
故 最 小 方差 解 为 
m=(G'G)"'G'd 
M zz, Ly, ~! CId; 
=(2z, Ze Byjzj a (2.5) 
Zy; Bry; Ly,? Zyd; 
讨 4b: 
(1) 从 线性 代数 基本 理论 可 知 ,在 线性 方程 
G'Gm=G"d 


中 ,如 果 系数 矩阵 G"GCNX N) 的 秩 r-<N, Sy BE AY, BOM 
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之 N, 此 时 在 M 个 观测 数据 中 ,没有 足够 能 确定 N 个 未 知 数 的 观测 
数据 ,或 者 说 ,观测 数据 没有 提供 确定 N 个 模型 参数 的 独立 的 信息 。 
方程 是 奇异 的 ,意味 着 G'G 或 G 是 奇异 的 ,奇异 矩阵 是 无 常规 意义 
下 的 解 。 这 种 情况 ,在 地 球 物理 资料 的 反 演 中 是 经 常 遇 到 的 。 

(2) G'G 有 零 特征 值 存在 时 ,数据 方程 (2.1) 式 是 奇异 的 ,无 法 
求解 ; 当 G'G 的 特征 值 很 小 时 ,方程 (2. 1) 式 是 病态 的 ,会 使 解 变 得 
极 不 稳定 ,使 反 演 非 常 困难 ,甚至 无 法 收敛。 这 也 是 在 地 球 物 理 资料 
反 演 中 经 常 遇 到 的 问题 。 因 此 ,克服 反 演 过 程 中 的 奇异 和 病态 问题 ， 
就 成 了 反 演 理论 必须 解决 的 重要 课题 。 


$2 纯 欠 定 问题 的 解法 


所 谓 纯 欠 定 问 题 ,是 指 在 (2. 1) 式 中 ,未 知 参数 的 个 数 N 大 于 观 
测 数据 的 个 数 M, 且 矩阵 G 的 秩 ==M 的 情况 。 换 言 之 ,在 M 个 方程 
中 , 既 无 相关 方程 ,也 无 矛盾 方程 存在 。 从 线性 代数 理论 可 知 , 此 时 有 
无 限 多 个 解 能 满足 线性 方程 组 (2. 1) 式 , 且 其 误差 均 为 零 .这 是 因为 ， 
虽然 观测 数据 提供 了 一 些 确定 模型 参数 的 信息 ,但 其 数量 不 足以 全 
部 确定 模型 参数 ,或 未 提供 确定 模型 参数 的 足够 充分 的 信息 。 因 此 ， 
解 不 是 唯一 的 ,甚至 有 无 限 多 能 拟 合 观测 数据 的 解 。 

为 了 求 得 反 演 问题 的 一 个 解 ,我 们 必须 从 无 限 多 个 能 拟 合 观测 
数据 的 解 中 ,挑选 出 一 个 我 们 所 需要 的 特定 解 . 因 此 , 解 方程 (2. 1 ) 式 
时 ,必须 加 上 一 些 它 未 包含 的 信息 。 这 种 附加 给 反 演 问题 的 信息 叫 
“ 先 验 信息 ”(priori information) 。 

应 说 明 , 加 先 验 信息 的 目的 是 为 了 补充 那些 为 确定 模型 参数 所 
不 足 的 信息 。 因 此 ,为 了 使 反 演 问题 的 解 更 切合 实际 情况 ,就 应 本 着 
“ 缺 什 么 信息 ,就 补充 什么 信息 ”的 原则 。 为 了 更 好 地 运用 “ 择 缺 补 
充 ” 的 原则 , 先 分析 一 下 有 哪 几 类 可 能 的 先 验 信息 。 

第 一 类 先 验 信息 是 待 求 地 球 物理 参数 的 物理 性 质 和 其 可 能 的 数 
值 范围 ,如 速度 (v) ,密度 (oc) 和 电阻 率 (p) 等 的 非 负 性 ,它们 都 不 可 能 
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小 于 零 而 且 它 们 的 数值 ,根据 一 般 物理 常识 可 以 限制 在 一 定 范围 以 
内 ,比如 ,200 m/s<v<B 000 m/s,0.0 g/em’<o<16.0 g/cm? 等 
等 。 

第 二 类 先 验 信息 来 自 于 其 他 已 知 的 地 质 、 地 球 物理 和 钻 并 资料 ， 
比如 反 演 地 区 基底 的 埋 深 ,油层 的 厚度 ,或 金属 矿 的 属性 等 等 。 

第 三 类 , 某 些 参数 比 其 他 参数 对 解决 地 球 物理 问题 更 重要 ,此 时 
可 以 对 模型 参数 进行 加 权 ,在 一 定 权 系数 约束 下 求解 。 

第 四 类 ,也 是 纯 欠 定 问题 解法 中 常 应 用 的 先 验 信息 ,假定 的 地 球 
物理 模型 “最 简单 ”。 这 里 所 谓 最 简单 是 指 在 保留 实际 地 球 物理 模型 
基本 特征 不 变 的 情况 下 ,对 地 球 物理 模型 的 一 种 简化 。 解 的 长 度 , 比 
如 说 解 的 欧 基 里 德 长 度 为 最 小 的 模型 ,应 该 是 一 种 最 简单 的 模型 。 当 
然 ,这 里 定义 的 “简单 ”并 不 一 定 处 处 都 非常 合理 。 因此 ,又 出 来 了 其 
他 形式 的 最 简单 模型 ,如 该 模型 的 变化 为 最 小 的 La 范 数 意义 下 的 模 


型 等 ,由 Le 范 数 定义 的 ==m™m 一 22m 二 min 的 最 简单 模型 ,有 其 
天 然 的 合理 性 ,因为 它 保留 了 模型 所 具有 的 基本 特征 。 

除 此 之 外 ,在 实际 反 演 过 程 中 ,还 可 能 遇 到 其 他 各 种 先 验 信息 ， 
这 里 就 不 一 一 列举 了 。 

设 (2.1) 式 是 一 纯 欠 定 问题 ,此 时 的 目标 函数 ,在 (2. 1) 式 约束 之 
下 有 极 小 , 即 

E=m'm 

根据 极 值 理论 ,必须 引入 拉 格 朗 日 算 子 <h" 将 条 件 极 值 问题 化 
为 无 条 件 极 值 问题 。 因 此 ,目标 函数 应 为 ， 

E=m'™m+A"™(d—Gm) (2.6) 
显然 , 求 上 述 目标 函数 的 极 小 值 问题 ,可 以 化 为 求 ， 

aE 

om 


之 解 , 故 


=m'—A'G=0 
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m=G'A (2.7) 
将 (2.7) 代 入 (2.1), 则 


d=GG'A (2. 8) 
故 

) 一 (GOGD -ad (2.9) 
再 将 (2. 9) 代 人 (2.7) ,得 纯 欠 定 问 题 的 正 态 方程 

m=G"((GG")"'d (2. 10) 


ls EE HESS TA ry 2B ERROR — R, ERE Cry) 
平面 上 的 坐标 为 Croyyo) 。 

十 分 明显 ,这 是 一 个 纯 欠 定 问题 。 因 为 ,在 通过 (zu,yo) 垂 直 于 
(zyy) 平 面 划 的 一 条 垂 线 上 的 每 一 点 在 (z,y) 平 面 上 的 坐标 都 是 
(royy), 所 述 问 题 有 无 限 多 个 解 。 在 这 无 限 个 解 中 ,只 有 < 一 0 这 一 
个 解 才 满 足 长 度 为 最 小 , 且 在 (zy) 平 面 上 的 坐标 为 在 (zo,yo) 这 一 
条 件 。 

欠 定 问题 在 地 球 物理 资料 的 反 演 中 是 经 常 遇 到 的 。 如 果 比 较 一 
下 (2.10) 式 和 (2. 4) 式 ,会 发 现在 最 小 方差 解 的 超 定 问题 中 , 须 求 对 
称 矩 阵 G'G 的 逆 , 这 里 矩阵 为 NXN 阶 方 阵 ,而 在 解 纯 欠 定 问 题 时 ， 
须 求 对 称 和 矩阵 GG" 的 逆 , 它 的 阶 数 为 MXM 阶 方 阵 。 和 超 定 问题 一 
样 , 解 欠 定 问题 时 ,也 存在 方程 (2. 1) 式 的 奇异 ”和 “病态 ”两 种 坏 手 
问题 。 所 谓 奇异 问题 ,是 指 GG 的 特征 值 中 有 为 零 的 问题 ;病态 问 
题 ,是 指 OG" 中 有 小 特征 值 的 问题 。 这 都 是 在 解 欠 定 问题 时 必须 认 
真 对 待 的 。 


§3 混 定 问 题 的 解法 一 一 马 夸 特 (Marquardt) 法 
当 线 性 反 演 问题 


d = G m 
(MX) (MXN) NxD 
HR min(Af,V)>- 的 情况 时 , 称 为 混 定 问题 。 解 混 定 问题 的 方法 ， 
3H HE BR GS HE. BRE LK (ridge regression), 又 称 为 阻尼 最 小 二 
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乘法 (damping R.M. S), 

从 M,N flr WKAB, HTM G 的 秩 > 意味 着 在 方程 (2. 1) 
式 中 ,只 有 /个 线性 无 关 的 方程 ,只 能 确定 > 个 非 零 的 解 。 因 此 ,AM 
~ 是 超 定 问题 ,而 N>r 又 是 欠 定 问题 。 许 多 地 球 物理 线性 反 演 问题 
既 不 完全 是 超 定 问题 ,也 不 完全 是 欠 定 问题 ,常常 表现 为 一 种 混 定形 
式 ( 即 混 定 问题 ) 。 

鉴于 混 定 问题 的 特殊 性 , 它 既 有 超 定 问题 ,也 有 欠 定 问题 的 性 
质 , 因 此 不 难 设想 其 目标 函数 应 兼 有 方差 项 (d 一 Gm)T(d 一 Gm) 和 模 
型 长 度 项 mm 两 项 内 容 , 即 

E =(d—Gm)"(d—Gm) + €?m™m 


=d"d—m'G'd—d'Gm+m'G'Gm+ € :mT™im (2.11) 
RE RF mÈ m 的 偏 导数 ,并 设 其 为 零 ,简化 后 得 
(G'G+ €71]m=G"d (2.12) 
因而 
m=(G6'G+€'l)'G'd (2. 13) 


式 中 ; €? 称 阻尼 系数 或 加 权 因子 , 它 决定 预测 误差 项 和 模型 L 范 数 
长 度 项 在 极 小 化 目标 函数 已 时 之 相对 重要 性 。 如 果 E: 足够 大 , 则 模 
型 的 Le 范 数 长 度 在 极 小 化 过 程 中 起 着 主要 作用 ,或 者 说 是 极 小 解 的 
欠 定 部 分 ;如 果 E? 为 零 , 则 极 小 的 是 方差 部 分 ,或 者 说 解 的 超 定 部 
分 。 然 而 ,对 大 多 数 地 球 物理 反 演 问 题 而 言 ,E? 为 零 或 足够 大 都 难 
以 取得 模型 的 最 优 解 。 要 寻找 一 种 折衷 方案 ,找到 一 个 合适 的 E: 
值 ,这 就 要 在 和 迭代 过 程 中 不 断 修 改 E: 的 大 小 。 这 里 不 存在 一 种 简单 
的 计算 最 佳 阻尼 系数 E: 的 方法 ,只 能 在 反 演 过 程 中 用 “尝试 法 " 确 
定 。 由 此 可 见 ,调整 E* 的 大 小 ,本 质 上 就 是 寻找 在 迭代 过 程 中 的 最 
佳 校 正方 向 和 最 佳 校 正 步 长 ! 

根据 对 称 和 矩阵 G'G 的 正 交 分 解 ,GTG 可 以 分 解 为 : 

G'G=RAR™ (2.14) 
RE AE GG 之 特征 值 构成 的 对 角 线 矩阵 ,而 有 尺 是 GTG 之 特征 向 
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HER, Be 





R'R=RR'=1 
所 以 ,(2.10) 式 中 的 系数 矩阵 可 写 为 
[G"G+ E€ *I]=[RAR" + E€ *I]J=RAN R" (2. 15) 
RP: 
A+E!’ ] 
A+Ee? 0 
N= 0 (2. 16) 


FLA, SEX PRE G'G 之 第 i 个 特征 值 。 

十 分 明显 ,由 于 对 角 线 矩阵 人 是 在 人 的 各 对 角 线 要 素 上 加 了 一 
个 正 数 E:, 从 而 极 大 地 改善 了 系数 矩阵 [GIG 十 E: 门 相对 于 [G7G] 
而 言 的 求 逆 条 件 。 此 时 的 条 件数 为 : 

cond(G'G+ € 1] 3<5 

马 夸 特 法 的 系数 矩阵 有 较 好 的 条 件数 ,对 地 球 物理 资料 反 演 十 
分 有 利 。 在 数据 方程 中 G 出 现 奇 异 或 病态 时 , 马 夸 特 法 往往 可 以 稳 
定 求解 。 正 因为 如 此 ,阻尼 最 小 二 乘法 于 过 去 一 段 时 间 里 在 地 球 物理 
资料 的 反 演 中 ,已 被 广泛 采用 ,并 取得 了 世人 瞩目 的 成 果 。 

这 里 ,还 应 再 一 次 指出 , 马 夸 特 法 应 用 的 条 件 是 数据 方程 呈 混 定 
的 时 候 , 也 就 是 应 用 于 其 系数 矩阵 G 为 奇异 和 病态 的 时 候 ! 


$4 先 验 信息 在 模型 构 制 中 的 应 用 


在 本 章 $2 中 简要 地 叙述 了 在 解 从 定 问 题 时 ,需要 对 模型 参数 
强加 一 些 先 验 信息 ,以 限制 (N 一 M) 个 不 足 的 信息 。 然 而 ,这 并 不 表 
明 , 在 解 超 定 问题 时 .就 不 应 该 也 不 可 能 对 模型 参数 强加 任何 先 验 信 
息 。 恰 恰 相 反 ,在 解 超 定 问 题 时 .可 对 模型 参数 强加 先 验 信 息 , 在 解 欠 
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定 问题 时 ,也 可 对 观测 数据 强加 已 知 的 先 验 信息 。 

1. 对 模型 参数 的 限制 

在 有 些 情况 下 ,首先 E=m'm 为 最 小 作为 模型 长 度 的 定义 并 不 
完全 适合 。 例如 ,解决 岩石 物性 在 空间 的 起 伏 变 化 时 ,并 不 希望 所 求 
的 岩石 物性 在 上 接近 零 这 种 意义 下 的 最 小 ,而 要 求 它 为 接近 于 其 平 
均值 这 种 意义 下 为 最 小 。 此 时 的 长 度 定义 为 : 

E=(m—<m))"(m--(m)) (2.17) 
这 里 平均 值 或 数字 期 望 (m; 就 是 另 一 种 形式 的 先 验 信息 。 

再 者 , 令 E=m'm 为 最 小 作为 求 取 模 型 参数 的 测度 ,有 时 也 不 
完全 合理 。 有 的 学 者 认为 =m' Tm' 或 E+= m" 有 为 最 小 作为 求 取 模 
型 参数 的 测度 更 为 合理 。 这 里 "”、“”" 表 示 模 型 相对 于 深度 的 一 阶 、 
二 阶 偏 导数 。 

第 三 ,也 可 以 认为 某 些 模型 参数 重要 ,而 另 一 些 模型 参数 不 重 
要 ,因而 引入 加 权 因 子 的 概念 ,定义 一 种 新 的 测度 ， 

E=(Dm]"(Dm]=m'D' Dm=m'™W,m (2.18) 
式 中 :和 矩阵 Wo。 一 DID 就 是 加 权 因子 RO. 18) 定 义 的 是 一 种 加 权 测 
度 , 此 时 的 欠 定 问题 的 最 小 长 度 解 为 : 

m=W,„G'[GW„G"] 'd 
与 (2.17) 式 对 应 的 欠 定 问题 的 最 小 长 度 解 为 ; 

m=<m)+G'[GG"] '[d—G(m)] (2.19) 
如 将 (2. 17) 式 修改 为 

E=[m—(m)}'W,[m—(mn)] 

则 (2.19) 相 应 修改 为 : 

m= (m)+WaG"[GW.G" ]~'[d—Gim)] (2. 20) 

2. 对 观测 数据 的 限制 

如 d=Gm 是 一 个 超 定 系 统 。 在 解 超 定 问题 时 ,可 以 根据 观测 数 
据 的 精度 或 重要 程度 加 以 相应 的 权 , 则 目标 函数 为 

E=(d—Gm]'W.[d—Gm] (2. 21) 
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其 最 小 方差 解 为 : 

m=(G'W.G]"'G'W.d (2. 22) 
式 中 W, 为 观测 数据 的 加 权 因 子 。 

对 于 混 定 问题 ,如 极 小 目标 函数 


E=(d—Gm]'W.[d—Gm]+ € mT Wam (2. 33) 
则 其 解 为 : 

m=(G'W.G+ €’Wal'G"W.d (2. 24) 
如 极 小 为 ; 

E=(d—G(m—(m)>)]'W.[d—Gm—<m))] 

+ Em— (mJ WLm— <m>] (2. 25) 

则 其 解 为 : 

m=(m)+W,G"(GW.G' + €°W.] '[d—Gim)] (2. 26) 
或 

m= (m)+(G™W.G+ €°W.)'G'W.[d—Gim) ] (2. 27) 


由 此 可 见 , 在 构 制 模型 时 , 既 可 对 观测 误差 加 权 , 也 可 以 对 模型 
参数 加 权 。 加 权 就 是 强加 一 些 已 知 的 先 验 信息 。 先 验 信息 不 同 , 权 系 
数 变化 ,所 得 到 的 模型 自然 会 有 差异 。 但 是 ,它们 有 一 个 共同 的 特点 : 
都 能 拟 合 观测 数据 。 这 就 说 明 , 同 一 组 地 球 物理 观测 数据 ,有 许多 可 
以 拟 合 这 组 观测 数据 的 模型 与 之 对 应 。 这 就 是 解 的 非 唯一 性 。 

3. 等 式 限制 条 件 的 应 用 

在 地 球 物 理 资料 的 反 演 过 程 中 ,有 时 还 需要 加 一 些 等 式 限 制 条 
件 。 比 如 ,在 重力 资料 反 演 时 ,地 表 的 密度 是 已 知 的 ;在 地 震 资料 反 演 
中 , 某 一 地 层 中 的 波 速 是 已 知 的 等 等 ,这 是 另 一 种 常用 的 先 验 信息 。 
现在 来 研究 在 解 最 小 方差 反问 题 时 ,如 何 增加 这 种 等 式 限制 条 件 。 

设 这 类 等 式 限制 条 件 可 以 归纳 为 如 下 线性 方程 组 : 

Fm=h (2. 28) 
式 中 :已 是 系数 矩阵 ,为 RXN 阶 

和 8 2 中 讨论 的 方法 相同 ,可 用 拉 格 朗 日 算 符 法 ,将 条 件 极 值 问 
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题 化 为 无 条 件 极 值 问题 , 即 化 为 求 目标 函数 , 即 


E=(d—Gm]'[d—Gm]+2"(Fm—h] (2. 29) 
的 极 值 问 题 。 设 : 
oe —d'G+m'G'G+A'F=0 或 
G'd—G'Gm— F"A=0 (2. 30) 
将 (2. 30) 5 (2. 28) 联 立 求解 , 则 有 
[ae Hi 四 -[c?] Ga 
F odla h 


解 (2. 31), BU AT RE m, 

当然 ,也 可 以 用 其 他 方法 增加 这 类 等 式 限制 条 件 。 例 如 ,将 这 个 
等 式 限制 条 件 (2. 28) 写 人 线性 方程 组 d= 二 Gm 之 中 ,并 构成 一 个 新 的 
线性 方程 组 

G'm=d' (2. 32) 
其 中 


o-i e-i] 


解 此 方程 组 即 可 求 得 模型 参数 四, 显然 它 是 满足 (2. 28) 式 的 。 
§ 5 观测 数据 和 模型 参数 估算 值 之 方差 


前 面 讨论 中 ,不 管 是 超 定 问题 , 欠 定 问题 还 是 混 定 问题 , 均 未 涉 
及 观测 数据 的 统计 特征 .实际 地 球 物理 资料 的 反 演 中 ,观测 数据 是 有 
误差 的 ,有 误差 就 要 遵守 一 定 的 统计 特性 .在 欧 基 里 德 空间 解 地 球 物 
理 反问 题 时 ,对 观测 数据 的 统计 特性 有 何 要 求 ,这 是 要 讨论 的 问题 。 

假定 每 一 个 观测 数据 都 是 随机 变量 , 且 服 从 高 斯 分 布 规律 , 即 


2s 3 —(d~(d))? , 
pld)= Fa ee ] (2. 33) 


式 中 :ca 为 方差 ;(d) 为 均值 ;jp(d) 表 示 随 机 变量 d 的 概率 分 布 函数 。 
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对 M 个 独立 观测 数据 来 说 ,其 联合 分 布 满足 


M 


pd) =2 Fo "expl -4 > 一人) (2. 34) 
欲 使 随机 变量 d 的 概率 最 大 , 则 必须 使 

E= Yd, —(d))?=min 
此 即 最 小 方 差 的 目标 函数 。 

HT WR A Lo 范 数 就 意味 着 观测 数据 (或 模型 参数 ) 必 须 遵 守 高 斯 
正 态 分 布 的 统计 规律 .实践 证 明 ,大 多 数 地 球 物理 观测 数据 都 服从 或 
近似 服从 高 斯 分 布 , 这 就 为 利用 Le 范 数 极 小 求解 地 球 物理 问题 提供 
了 可 靠 的 依据 。 

假定 观测 数据 服从 高 斯 分 布 , 具 零 平均 值 , 在 方差 为 ov 的 条 件 
下 ,分 析 一 下 在 反 演 映射 过 程 中 ,观测 数据 的 误差 对 模型 参数 有 何 影 
响 。 


因为 
d+o,=Gm+Go,, (2. 35) 
式 中 : 
au om | 
Onr Onz | 
O= : ; on = 
Oam Omn. 


式 中 :cv 为 观测 数据 ;0, 为 模型 参数 之 方差 向 量 ;cu 为 第 7 个 观测 数 
据 ; 而 oj 为 第 7 个 模型 参数 的 方差 。 
利用 数据 方程 (2.1) 式 , 则 (2. 35) 式 可 化 为 : 


o.=Go,, (2. 36) 
故 在 最 小 方差 意义 下 ,有 
on =[G'G] 'G'o, (2. 37) 


由 此 可 知 ,最 小 方差 解 m 二 [LG'G] Gd 之 协 方差 矩阵 为 ; 
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Ccovm ]= 0,0," =[G'G]-'G"[covd ][ (61G) GTT (2. 38) 

在 模型 最 小 长 度 解 的 意义 下 : 

On=G [GG] -cv (2. 39) 
其 解 (2. 10) 式 的 协 方差 矩阵 为 ; 

[covm]=0,0""=[G"[GG™] !Jcovd[GT[GGT™] T (2. 40) 
式 中 : 


[covd]=a,0," (2. 41) 
如 果 说 ,观测 数据 是 相互 独立 的 , 且 均 为 单位 标准 方差 , 则 
[covd] 一 az27 (2. 42) 


因而 ,(2. 38) 式 和 (2. 40) 式 分 别 简化 为 

[covm]=[[G'G] 'G"]o#1((G"G}'GT]" 

=0;} [GG] (2. 43) 

或 

Ccovm]=(G"[GG"]“'JoI[G"(GG"] "J" 

=0,'G'[GG"]°G (2. 44) 

从 (2. 43) 和 (2. 44) 式 可 以 看 出 ,不 管 是 最 小 方差 解 还 是 模型 最 
小 的 长 度 解 ,模型 估计 值 之 方差 主要 都 取决 于 矩阵 [GrC], 或 [ccT] 
之 特征 值 。 特 征 值 越 小 ,引起 的 方差 越 大 。 由 此 可 见 ,小 特征 值 对 模 
型 参数 的 方差 起 着 决定 性 的 作用 。 

然而 ,小 特征 值 对 观测 数据 的 误差 影响 不 大 (这 一 点 将 在 下 一 章 
讨论 )。 在 有 小 特征 值 时 ,观测 数据 的 微小 变化 ,将 导致 模型 参数 的 巨 
大 变化 。 小 特征 值 对 模型 参数 的 方差 贡献 大 ,大 特征 值 对 观测 数据 的 
误差 贡献 大 。 这 一 重要 结论 说 明 :误差 曲线 的 特征 反映 了 [GTG]( 或 
[CC7]) 特 征 值 的 性 质 。 如 图 2. 1(a) 所 示 , 其 误差 曲线 在 极 小 点 附近 
非常 尖锐 ,说 明 观测 数据 变化 不 会 导致 模型 参数 的 明显 变化 ,[GTrG] 
的 特征 值 差别 不 大 ,或 者 是 无 小 特征 值 存在 ,所 确定 的 模型 参数 比较 
精确 ;而 图 2. 1(b) 所 示 正 好 相反 ,误差 曲线 平缓 说 明 [GrG] 的 特征 值 
差别 较 大 ,观测 数据 的 小 误差 ,可 以 导致 模型 参数 的 明显 变化 ,因而 
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所 确定 模型 的 参数 精度 不 高 。 


E(m) E(m) 





met m 


图 2.1 误差 曲线 的 特征 

因为 误差 函数 曲线 Gm) 一 m 在 极 小 点 处 的 曲率 是 该 点 曲线 尖 
锐 程度 的 量度 ,所 以 ,曲率 必然 和 和 解 的 方差 有 着 密切 的 关系 。 由 极 值 
定理 可 知 , 在 极 小 点 处 aE(m)/am 二 0, 因 此 ,在 极 小 点 附近 ,E(m) 的 
台 劳 级 数 展开 式 可 写 为 : 

AE(m)=E(m)—E(m’) 

[Lm—m’]"QLm—m"] (2.45) 

式 中 :@Q 为 (1. 12) RAF AR » FE fb OK AEE m 是 初始 模型 。 

又 因为 

E(m)=(d—Gm]'(d—Gm] 
故 


g=42 Ee 


am ant ) 一 GTG (2. 46) 
将 (2.46) 代 人 (2. 43) 式 , 则 在 观测 数据 不 相关 且 具 单位 方差 的 
情况 下 ,最 小 方差 解 之 协 方差 矩阵 为 : 
[covm]=a/(G'G]'=0,°Q"' (2. 47) 
由 于 在 极 小 点 处 ,函数 曲线 EE(m)-m 的 曲率 & 一 Q@, 这 就 说 明 模 
36 





型 参数 m 的 方差 既 可 用 观测 数据 的 方差 乘 以 从 数据 到 模型 之 映射 
误差 [G"G] ,也 可 以 用 观测 数据 的 方差 除 以 该 极 小 点 处 误差 函数 
之 曲率 的 公式 计算 出 。 


$6 线性 规划 一 一 范 数 解 


前 面 已 经 论述 了 ,在 观测 数据 的 误差 服从 正 态 分 布 时 ,从 统计 学 
的 观点 看 ,此 时 应 用 Ls 范 数 解 是 最 合理 的 。 如 果 观 测 数据 d 服从 指 
数 分 布 规律 , 即 当 

pd) = exp [542] (2.47) 
时 ,又 应 该 利用 何 种 范 数 解 线性 方程 (2.1) 式 呢 ? 

如 果 对 M 个 独立 的 观测 数据 来 说 ,这 时 联合 分 布 应 为 ， 

pid)=2-4oMexp{ —1 >) |d,— <a>} ] (2. 48) 

al 


式 中 ;《d) 为 均值 ;o 为 方差 ;p(d) 是 观测 数据 的 概率 密度 函数 。 
”由 (2.48) 式 知 , 欲 使 p(d) 最 大 ,必须 有 : 


E= È |d;— (d) |=min 

由 此 可 见 , 当 观测 数据 是 随机 变量 , 且 服从 指数 分 布 时 ,应 该 用 
Li 范 数 解 (2. 1) 式 才 是 符合 统计 规律 的 。 下 面 介绍 的 线性 规划 法 是 
一 种 解 六 范 数 的 行 之 有 效 的 方法 。 

线性 规划 (Linear Programming) ) 简 称 LP, 是 一 种 求 条 件 极 值 的 


方法 。 其 目标 函数 和 约束 条 件 都 是 关于 自 变量 的 线性 方程 。 所 以 , 线 
性 规划 问题 是 求 目标 函数 。 


E= Yaz, (2. 49) 
在 约束 条 件 


N 
bir Ke; (j=1,2,.…,p) (2. 50-a) 
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sf 
pene =pl, pq) (2. 50-b) 
rl 


a 


NV ’ 

Pay a Pe (R= pogt leva) (2. 50-c) 
; 

Tro CLL tye ND Q. 50-d) 


的 约束 下 的 求 极 值 问题 。 其 中 有 个 等 式 约束 条 件 , 其 余 为 不 等 式 约 
RARE Mi ¢, 0 G= seam wm 为 约束 条 件 的 个 数 。 
对 (2. 50-a) 式 这 种 约束 条 件 . 可 引入 松弛 变量 rw+, 过 0, 把 它 变 





rT 一 2.TN+)i 一 C) j=1.2, p) 
而 对 形 如 (2. 50-c) 式 所 示 的 约束 条 件 , 可 引入 松 驰 变量 rna = 0. GE 
它 变 成 等 式 : 
$ 
X byr awae (k= prgt leery) 


引进 松弛 变量 的 目的 是 把 不 等 式 的 约束 条 件 化 为 等 式 约束 条 
件 ,以 构成 统一 的 形式 , 即 


BX=C (2.51) 
式 中 : 
Fe 4 
ey 
ry : 
Ly ey 
: 的 
x=s| [p c=] (2. 52) 
Cotp 
TN+tm Cyt ptt 
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br pt 0 Qe 








beta Borge pay 0 0 oe) o 0 
baer aske O baa O E E 
EE Puce soe Dux 0 e 0 e0 0 ll 
eet en rt 
Pp q m—p—q 
(2. 53) 


窗 弛 变量 的 引入 ,并 不 影响 目标 函数 已 在 约束 条 件 限制 之 下 求 
最 优 解 , 却 使 问题 大 大 简化 。 这 时 线性 规划 问题 就 变 为 求 目标 函数 
(2. 49) 式 , 即 

< 

E= Jaz, 
在 约束 条 件 (2. 51) 式 

BX=C 

x0 (=1,2,. ,N+m) 
限制 之 下 的 极 值 问题 。 

我 们 称 满足 (2. 51) 式 的 解 叫 基本 解 ; 满 足 (2.51) 式 和 (2. 50-d) 
式 的 解 叫 基本 可 行 解 ; 同 时 满足 (2. 51) 式 , (2. 50-d) 式 又 使 E 为 极 
小 的 解 叫 最 佳 基本 可 行 解 。 线性 规划 法 就 是 从 所 有 基本 解 中 找 出 基 
本 可 行 解 ,然后 从 基本 可 行 解 中 找 出 最 佳 基本 可 行 解 ,作为 线性 规划 
的 解 。 单 纯 形 法 (The simplex method) 是 解 线性 规划 问题 的 行 之 有 
效 的 方法 。 它 的 解法 可 简要 地 分 成 两 步 :第 一 步 找 基本 可 行 解 ;第 二 
步 找 最 佳 基本 可 行 解 。 
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如 果 限 制 条 件 (2. 51) 式 和 (2. 50-d) 式 不 矛盾 的 话 , 不 难 理解 ,这 
些 方程 在 解 空间 中 定义 一 个 凸 的 多 面体 (或 凸 集 ), 解 必定 位 于 其 中 。 
在 目标 函数 为 极 值 ( 极 小 或 极 大 ) 的 情况 下 ,满足 目标 函数 的 解 ,必然 
是 凸 多 面体 的 一 个 顶点 。 可 见 , 单 纯 形 法 的 第 一 步 是 确定 多 面体 之 项 
点 ,第 二 步 就 是 判断 哪 一 个 顶点 是 满足 目标 函数 的 最 佳 基本 可 行 解 。 

实践 证 明 , 在 许多 情况 下 ,线性 规划 的 解 是 唯一 的 ,但 是 ,如 果 诸 
约束 条 件 是 矛盾 的 话 , 线 性 规划 问题 就 无 解 ; 如 果 最 佳 基本 可 行 解 让 
位 于 多 面体 的 一 个 面 (或 一 条 边 ) ,或 者 说 E 函数 减少 (或 增加 ) 的 方 
向 上 多 面体 并 不 封闭 , 则 解 有 无 限 多 个 。 

下 面 我 们 来 讨论 如 何 应 用 线性 规划 解 Li 范 数 问题 。 设 地 球 物理 
反问 题 的 数据 方程 为 

Gm=d 

若 把 模型 参数 m, (i 二 1,2,…,NN) 视 为 遵从 指数 分 布 的 随机 变 
量 , 则 欲 使 模型 参数 的 概率 为 最 大 ,必须 有 极 小 目标 函数 


E= > |m;—<m) | 
若 模 型 参数 的 均值 (m) =0, WMA 


N 
E=} ml (2. 54) 
在 限制 条 件 
Bm=C (2. 55) 
m0 


的 约束 之 下 求 极 小 ,其 中 Bm 一 C 包括 所 有 等 式 和 引入 松弛 变量 后 ， 
把 不 等 式 的 限制 条 件 化 为 等 式 的 限制 条 件 。 
如 果 模 型 参数 mG =1.2. NEA E m0 的 条 件 自然 满 
Æ. 4m 可 正 可 负 时 ,可 设 
m=z yi (2. 56) 
ToyD0  G=1,2,",N) 
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这 时 ,相应 的 目标 函数 和 约束 条 件 变 为 


E= 2 Czity) 

BX+BY=C (2. 57) 

Tis yı>0 G=1,2,+,N) 
不 言 而 喻 ,要 先 用 线性 规划 解 ci ,yw ,再 根据 (2. 56) 式 求 Mio 

由 于 将 一 个 m: 变 成 两 个 为 非 负 的 未 知 量 x,、y,, 自 变量 的 数目 
增加 了 一 倍 , 因 而 计算 工作 量 也 成 倍 地 增加 。 

这 里 要 再 一 次 强调 ,线性 规划 是 解 欠 定 问题 ( 即 等 式 和 不 等 式 限 
制 条 件数 m 大 于 或 等 于 未 知 数 的 个 数 N) 且 未 知 量 遵守 指数 分 布 规 
律 时 的 一 种 好 方法 。 在 一 般 的 LP 程序 中 ,是 欠 定 问题 还 是 超 定 问题 
( 即 m<N 还 是 m 二 NW), 比较 容易 确定 ,而 且 一 旦 m>N, BRA 
动 停止 工作 。 然而 ,作为 随机 变量 的 未 知 参 数 是 否 服从 指数 分 布 规 
律 , 只 能 由 反 演 工作 者 自己 去 判断 了 ! 

线性 规划 的 最 大 优点 之 一 是 可 以 对 目标 函数 强加 各 种 先 验 的 限 
制 条 件 (等 式 和 不 等 式 ), 还 包括 所 有 模型 参数 或 个 别 模型 参数 的 限 
制 条 件 。 限制 条 件 越 多 ,无 疑 工作 量 也 越 大 ,但 所 求 得 的 解 也 越 接近 
于 真实 。 

为 说 明 线性 规划 在 地 球 物理 资料 反 演 中 的 应 用 效果 ,我 们 来 分 
析 以 下 两 个 实例 ， 

例 1 大 地 电磁 拟 地 震 解释 法 


大 家 知道 ,在 一 维 地 电 模型 的 情况 下 ,地表 观测 的 大 地 电磁 阻抗 
E(w) 


20) =F) 





一 Zou(w) [1+2 qe] 
n=l 





_T Zw) ASA Sy 
R= [ZE N= Doe (2.58) 
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式 中 ;E(w)、H(w) 是 频率 为 时 在 地 表 测 得 的 电场 和 磁场 分 量 ; 
Zw) =V 一 iwrom ,是 整个 空间 之 电阻 率 为 p 的 介质 充满 时 ,大 地 


电磁 之 阻抗 ;k,' 二 一 iwpo0, 是 第 个 微 层 之 复 波 数 ;0, 为 该 层 之 电 
导 ;h, 为 该 层 之 厚度 ;R(w) 是 在 地 面 测 得 的 电磁 波 之 反射 函数 ;9, 是 
反射 函数 R(w) 在 不 考虑 吸收 时 之 离散 采样 值 ;yo 是 导 磁 系数 ,其 值 
A 4xX107'H/m, 

由 于 g 是 一 个 无 限 收敛 的 时 间 序 列 , 因 此 在 一 定 精 度 范 围 内 ， 
(2. 58) 式 可 以 进行 截断 , 设 保留 N 项 , 则 有 


N 
Rw)~ Lage (一 1,2，…AM) (2. 59) 
将 上 式 写 成 矩阵 ,得 
ans Gem ako (2. 60) 
AP: 
R, qı 
区 9 
r=|'|; =]; (2. 61) 
Ru Qn 
设 
pm=e Voin he bs 335 
则 
Pu Pw ot Pw 
P= ga ae os oe oe 
Mm Êm o Pun. 


显然 , (2. 60) 式 是 一 线性 方程 组 。 把 R 作为 观测 数据 向 量 ,P 作 
为 数据 核 , 则 8 就 是 待 求 的 模型 。 在 MN 的 欠 定 情况 , (2. 60) 式 可 
用 线性 规划 LP 求解 。 
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设 目标 函数 为 < 


N 
E= Dial (2. 64) 
MR PE AE RI BEE — EM SR AR SRY RAE OR ABM E 
的 极 值 问题 。 如 何 设 定 约束 条 件 ? 在 大 地 电磁 拟 地 震 解释 法 中 ,我们 
以 观测 值 Ri,C7 一 1,2,…,M) 之 观测 误差 SR, 作为 设 定 不 等 式 限 制 
条 件 的 根据 , 即 


N 


Rw) +R; > » que an 
= 


R(w,)—BR< De e (2. 65) 
也 可 看 成 是 在 (2. 65) 式 的 约束 之 下 , 求 目标 函数 (2. 64) 式 之 极 小 。 

由 于 q 可 正 可 负 , 因 此 ,还 须 设 

go 一 Zn 一 yw (一 1,2,……,N) (2. 66) 
A 

Ins y >0 (2.67) 
此 时 ,(2. 64) 式 和 (2. 65) 式 变 为 


N 


E= 2 (rty,) (2. 68) 
- N N 
Rw) +R, > 27 zapa — È v.pr 
m 


Rw) ORK DV xp, — È ypa (2. 69) 
且 满 足 (2.67) 式 。 

注意 ,由 于 Rw) R OR, 均 是 复数 ,有 实 部 R (w,) OR! 和 虚 部 
R'(w,) OR} 之 分 ,所 以 (2. 69) 式 还 必须 按 实 部 和 虚 部 分 开 表 示 。 

R' (w) + BRS Dy (ryn) py 
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R (4) ORS Dy (Zn) Po! (2. 70) 


R'(w)) +R > 2 Canya) Py 


Rw) SRL 2 (eyed 

RP py! 和 pi' 分 别 表示 复数 ,之 实 部 和 虚 部 。 这 样 ,大 地 电 
磁 拟 地 震 解 释 法 之 线性 反 演 问 题 变 成 了 在 (2. 70) 式 和 (2. 67) 式 限制 
之 下 , 极 小 目标 函数 (2. 68) 式 的 一 个 线性 规划 问题 。 这 里 求 出 的 是 
Ti 一 1,2,…N) ,还 必须 根据 (2. 66) 式 计算 g,。 之 后 ,以 9, 为 横 
坐标 ,以 电磁 波 (w=1) 在 介质 中 传播 的 时 间 为 纵 坐 标 , 就 可 以 画 出 
大 地 电磁 拟 地 震 解 释 法 的 时 间 剖 面 。 

由 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,由 于 复数 的 原因 ,不 等 式 限制 条 件 由 
M 个 成 倍 地 增长 为 2M 个 ;又 由 于 误差 的 原因 ,不 等 式 限制 条 件 又 
变 为 4M 个 。 而 gq, 的 可 正 可 负 , 又 不 得 不 将 未 知 变量 翻 一 番 , 即 由 N 
个 变 为 2N 个 。 这 样 限制 条 件 所 构成 的 系数 矩阵 ,就 由 MXN BR 
AB AM X2N 阶 这 样 一 个 庞大 的 系数 矩阵 。 如 M=100,N=50, 则 
LP 须 解 400X100 这 样 一 个 大 型 的 矩阵 方程 ,显然 ,这 是 一 般 小 型 计 
算 机 无 法 实现 的 。 

图 2.2 是 两 层 地 电 断 面 之 大 地 电磁 时 间 剂 面 ,图 (b) 中 反射 系数 
ro 0, MA a) Pro<0, 图 2.3 是 Q 型 和 A 型 两 个 三 层 地 电 断 面 
之 大 地 电磁 拟 地 震 解 释 法 之 时 间 剖 面 ,其 中 (a) 所 示 为 Q 型 地 电 断 
面 ,而 (b) 为 A 型 地 电 断 面 。 

例 2 i mr) =). 0—0. 5cos(2rz) (O<ar<1) (2. 71) 
g(x) =exp(—Ci-1)2), H 


1 
d= | er) (4 一 1,2,… ,11) (2. 72) 


这 是 一 组 人 工 合成 的 理论 数据 ,我 们 把 d; 和 gi;(z) 视 为 第 i 个 
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图 2.2 两 层 地 电 断 面 反 射 函 数 


“观测 ”数据 和 核 函 数 ,而 把 m(zx) 视 为 模型 。 现在 ,用 线性 规划 法 , 根 
据 这 11 个 观测 数据 计算 (或 反 演 ) 模 型 m(x)。 显 然 ,这 是 一 个 连续 模 
型 的 反 演 问题 ,为 此 ,首先 必须 将 模型 参数 化 , 即 把 在 (0,1) 区 间 上 的 
工分 为 p 个 子 区 间 , 以 使 

[KT LTr: <r, =l 
这 时 ,上 述 数据 方程 可 写 为 


户 
2 Gm =d) (2.73) 
式 中 :mi 是 第 i 个 子 区 间 中 模型 m(z) 之 值 , 且 
Ti 
G6,=| gr)dr (2.74) 
Ti-1 
是 在 第 个 子 区 间 上 核 函 数 的 积分 。 设 目标 函数 为 : 


E=), |m:| (2.75) 
则 线性 规划 的 解 就 是 在 (2. 73) 式 的 约束 下 求 EAR DAR. BR, 
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P,=16 Qm Ay=i2m p= 4Qm A= 10m 














p= 9 Om h, =30m P= 9 Q-m hy =45 m 
ps= 12m Py =16 Qem 
Va Vu 
0 [ 0 T 
fo :| 
4 下 4 上 
6 
6 
8 
=] 8 
wr 
10 
12 F 
12 
4p 
14 
16 
i 16 
+ (a) 
18 = > = (b) 





图 2.3 三 层 地 电 断 而 反射 函数 
子 区 间 划 分 不 同 , 求 得 的 模型 也 不 一 样 ,如 图 2. 4(a) 一 (c) 所 示 。 
虽然 ,图 2. 4(a) 一 (c) 所 示 的 离散 模型 可 以 较 好 地 拟 合 11 个 观 
测 数据 ,然而 它 与 真实 的 连续 模型 相距 甚 远 , 起 伏 变 化 太 大 ,能 否 设 
计 另 一 种 目标 函数 , 即 能 减少 模型 治 x 轴 向 的 变化 ,又 能 较 好 地 拟 
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合 观测 数据 呢 ? 下 面 让 我 们 来 回答 这 个 问题 。 


设 目标 函数 
E=) im: (2. 76) 


vl 





6 tb) 














0.0 02 04 06 08 1.0 “0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
深度 深度 


图 2.4 连续 模型 离散 化 后 LP 之 肥 演 结果 
(a) 一 (c) 最 小 模型 .\d) 一 (全 最 平缓 模型 


AT 


RH: 

rl = RR m E r 轴 的 变化 率 。 RO 76) 式 的 极 小 ,一 定 
能 确保 模型 沿 x 轴 的 起 伏 变化 不 大 。 图 2. 4(d) 一 (f) 是 在 (2.73) 式 
的 约束 下 , 求 (2.76) 式 的 极 小 所 得 到 的 模型 , 即 最 平缓 模型 ( 见 第 四 
章 中 的 有 关内 容 )。 


§7 工 - 范 数 解 


前 面 讲述 了 地 球 物 理 资 料 反 演 中 常用 的 两 种 "长 度 ” 一 一 六 范 
BORD Le, 范 数 所 定义 的 长 度 。 除 了 这 两 种 定义 以 外 ,其 他 范 数 同样 可 
以 在 反 演 中 应 用 。 由 于 范 数 不 同 ,自然 构 制 出 来 的 模型 就 有 差异 ,对 
统计 量 ( 也 许 是 观测 数据 ,也 许 是 模型 参数 ) 之 统计 特征 的 要 求 也 不 
一 样 。 这 是 因为 , 范 数 的 定义 不 同 , 对 统计 量 的 加 权 值 就 不 一 样 Loo 
突出 最 大 者 , 它 可 以 提供 一 种 模型 参数 的 最 坏 估计 值 。 这 里 所 谓 的 
“最 坏 ” 是 相对 其 他 范 数 而 言 的 ,所 以 有 人 又 称 它 为 “极端 解 ” 
(Extremal solution ) 或 “理想 解 "(Idealbody solution), 

根据 定义 


L,= || mj p= CL mD} (2.77) 
HPL, 是 模型 m 的 L, 范 数 , 所 以 有 : 
K 
Lo= || m || <=lim || m || ,=lim¢ x Im: |= max |an; | (2.78) 
poo paco aTi Iie 


HH YL N HE E p t om K Loe HE Al tom E N 
个 坐标 上 投影 之 最 大 值 。 


设 目标 函数 
B=lim( | mh,)’+ Za di— Gm) (2.79) 
ə 
Bm Oo WE 
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M 
pC ll ml? =m DAG, 
不 难看 出 , 当 m 可 正 可 负 时 ,由 于 等 式 左 端 为 正 ,所 以 
£ 当 TAG >0, 
ke 


(2. 80) 
—a Ñ IAG;<0 
当 m 只 大 于 零 时 ,是 
人 (2.81) 
0 Ñ BAG,<0 


其 结果 如 图 2.5 所 示 。 


m(x) mix) 


x SAAR 
一 0 
(a) 


(b) 


图 2.5 了 上 - 范 数 模型 
(a) SAG; 为 正和 负 ;(b) ZAG; 仅 为 正 
显然 ,这 里 所 求 得 的 a 是 模型 能 拟 合 观测 数据 的 最 小 上 确 界 .用 
L- 范 数 来 估计 模型 在 定义 域 中 的 最 小 上 确 界 的 方法 是 很 有 用 的 。 例 
如 当 我 们 用 一 种 反 演 方法 求 得 的 解 分 辩 力 很 低 时 ,无 法 得 到 在 某 一 
深度 (或 地 区 ) 模 型 的 可 靠 信息 ,在 这 种 情况 下 ,能 求 得 模型 在 定义 域 
中 的 最 小 上 确 界 也 是 十 分 宝贵 的 。 就 拿 地 球 密度 来 说 吧 ,O(r) 不 可 能 
任意 大 ,也 就 是 说 必定 存在 一 个 最 小 的 上 “ 确 界 ”。 在 地 球 中 各 处 的 
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o(r) 均 等 于 或 小 于 这 个 数值 。 而 L 范 数 解 ,就 是 能 拟 合 观测 数据 的 
最 小 上 “ 确 界 ”。 因 为 pCr) >0, 所 以 这 时 的 地 球 密度 结构 成 了 如 图 
2.5(b) 所 示 的 “火柴 盒 式 "的 结构 。 十 分 有 趣 的 是 ,这 种 密度 结构 处 
处 为 正 . 任 何 能 拟 合 观 测 数据 的 模型 之 密度 都 会 小 于 或 等 于 a, 而 
且 , 这 种 火柴 盒 式 的 结构 是 唯一 的 ， 

在 后 面 的 第 四 章 8 1 中 ,将 要 讲 两 个 数据 的 重力 问题 ,其 数据 方 
程 为 ， 
1 


di=1 833=[ eod (2. 82) 
t, or 
d,=909. b= rodr= 儿 (2. 83) 


式 中 :2 为 地 球 的 平均 密度 ;r fe Bh aE, IE 0. 330 78, h (2. 81) 
式 可 知 ， 


& Ar +àÀr'>0 
en) = $ 
0 ar +aAri<0 
显然 ,这 里 有 三 种 可 能 : 
(1) pl(r)=p. 0Sr<l 
pe 0<rr, 
€ = 
2) plr) 人 r<r<l 
0 0<r<r, 
(3) p(r)=! ps 
(er) n<r<1 
其 结果 如 图 2.6 所 示 。 
I $: 


车 (1) 成 立 ( 见 图 2.6(a)), 则 代入 数据 方程 (2.82) 式 、(2.83) 式 
应 拟 合 观测 数据 。 从 (2. 82) 式 知 : 


3 
即 p=p.s 而 从 (2. 83) 式 知 ， 


Por) PCr) Por) 





图 2.6 两 个 数据 重力 问题 的 三 种 可 能 模型 


a= Fa", 因为 r=0. 330 78, 


PE p: 
显然 情况 (1) 不 成 立 , 这 不 是 我 们 需要 的 解 。 
若 (2) 成 立 ( 见 图 2. 6(b)) ,将 其 代 人 (2.82) 式 ,(2.83) 式 得 
2 


r3 
d= 了 一 3 


解 之 得 r= Ž,=0. 909 4 


5 500 
(0. 909 4)? 
显然 ,这 是 一 个 合理 的 解 , 它 说 明 地 球 的 质量 集中 于 地 心 这 样 一 个 重 

若 (3) 成 立 ( 见 图 2. 6(c)) » M 


一 7 313 kg/m’ 


whe 
ems 
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ze Zar) 


an Ski 


askari 
以 上 二 式 显然 无 解 ， 换 言 之 ,情况 (3) 是 不 可 能 的 。 

综 上 所 述 ,(2) 是 两 个 数据 重力 问题 的 二- 范 数 解 ,我 们 知道 

pe=7 313 kg/m? 
m 

p=5 500 kg/m? 

Pmax ™= 12 000 kg/m* 

Pwx=2 800 kg/m* 

按照 同样 的 方法 ,我 们 可 以 求 出 太阳 和 其 他 行星 的 密度 问题 的 
Lc“ 范 数 解 。 现 列表 如 下 : 


平均 密度 Li 
Pikg/m) 2 =B? (kg/m?) 
| 





1 400 - 24 100 





4 160 0. 389 4 337 





1 340 . 25 2711 





680 . 22 1 667 





3 566 











3612 








应 该 指出 .也 可 以 用 Lv 解 ZL.- 范 数 问题 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 有 
关 文 章 。 
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BHR ”广义 反 演 法 


前 两 章 中 ,我 们 讨论 了 解 线性 反 演 问题 的 长 度 法 ,包括 LiL. 和 
L-R. 无疑, 还 可 以 定义 其 他 各 式 各 样 的 长 度 , 比 如 ZL, 范 数 等 。 
但 是 ,由 于 其 他 范 数 解 的 应 用 并 非 如 此 广泛 ,没有 必要 在 这 里 加 以 论 
述 了 。 

本 章 中 ,我 们 将 从 另 一 个 角度 , 即 广义 逆 矩 阵 的 角度 来 讨论 线性 
反 演 问题 ,并 称 基 于 广义 逆 矩 阵 建立 起 来 的 线性 反 演 法 叫 广 义 反 演 
法 (Generalized Inversion) ,或 广义 线性 反 演 法 (Generalized Linear 
Inversion ,缩写 为 GLD. 


§ 1 广义 逆 和 矩阵 的 概念 
设 线性 反 演 问题 


m 
(MX1) (MXN) CNxi 


如 果 把 G 看 成 是 一 个 映射 算 子 ,那么 正 演 问 题 就 是 将 模型 空间 CR") 
中 的 模型 m, 通 过 算 子 G 映射 到 数据 空间 CR") 中 的 观测 数据 d 的 一 
种 运算 ;而 反问 题 则 是 将 在 数据 空间 中 的 观测 数据 d 通过 G “映射 
到 模型 空间 中 的 模型 m 的 一 种 运算 ,如 图 3.1 所 示 。 

和 d=Gm 相应 ,有 : 

m=G"‘d (3.1) 

由 矩阵 理论 可 知 , 若 G RAED RMA MRA GIG, XE, 
G-' 是 G hey AA: 

GG'=G"'G=1 (3.2) 
式 中 :7 为 单位 矩阵 ;和 矩阵 G 的 逆 GOR TK HE ATER A B 
中 均 可 找到 。 
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模型 空间 R” 数据 空间 R*” 


图 3.1 模型 空间 和 数据 空间 的 映射 

在 G 是 奇异 矩阵 的 情况 下 ,G 的 逆 G' 并 不 存在 ,故我 们 称 
(3. 1) 式 中 的 G “为 矩阵 G 的 广义 着 。 所 谓 广义 逆 , 是 矩阵 G 在 常规 
意义 下 的 逆 之 推广 。 普 通 逆 矩阵 只 是 广义 逆 和 矩阵 的 一 种 特殊 形式 。 

显然 ,在 奇异 矩阵 情况 下 ， 

GG :#1y, G°G#Ix (3.3) 

下 面 ,分 析 广 义 逆 矩阵 的 形式 : 

(D 当 M=N, 且 det|G| 0 j.G “=G, EG. DREE, A 
演 问题 的 解 是 唯一 的 ; 

(2) 当 MN, 即 G 为 超 定 系统 的 情况 下 ,比较 (3.1) 式 和 (2. 4) 
式 可 知 

G*=(6'G]'G'; (3.4) 
AG. 3) 式 成 立 ; 

(3) 4M<N BIG 为 从 定 系统 的 情况 下 ,由 (3.1) 式 和 (2.10) 
RA: 
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G =G"[GG™]-!, (3.5) 
且 (3. 3) 式 成 立 。 

根据 Penros 的 定义 , 凡 满 足以 下 四 个 条 件 : 

(a) GG'G=G, 

(b) GGG“ =G, 

(c) (GG) =GG", 

(d) (G-*G)"=G~"'G, (3. 6) 
的 广义 逆 , 必 然 是 唯一 的 。 一 般 把 满足 Penros 四 个 条 件 的 广义 逆 记 
为 G+。 显然 ,G"'、 最 小 方差 解 以 及 模型 的 最 小 欧 基 里 德 长 度 解 
G. DRMC. 5) 式 都 是 Penros 的 广义 逆 。 

满足 (3. 6) 式 中 四 个 条 件 的 广义 逆 存 在 ,当然 ,满足 其 中 部 分 条 
件 的 广义 逆 也 必然 存在 。 但 是 ,满足 部 分 条 件 的 广义 逆 并 不 是 唯一 
的 ,因此 就 不 是 这 里 所 说 的 Penros itt, 


8$ 2 奇异 值 分 解 (SVD) 和 自然 逆 


为 了 更 好 地 了 解 在 线性 反 演 中 应 用 相当 普遍 的 奇异 矩阵 的 奇异 
值 分 解 (Singular Value Decomposition ,缩写 为 SVD) ,让 我 们 先 从 
和 矩阵 分 解 讲 起 。 

(1) #GAMxM 阶 实 对 称 、 非 奇异 矩阵 , 则 总 存在 正 交 矩阵 
U0, 使 

U™GU=A=diag(A, Az 4°" Ay) (3.7) 
FUP. A 是 矩阵 G 的 第 i 个 特征 值 ;人 是 由 G 的 M 个 特征 值 组 成 的 
对 角 线 和 矩阵 , 且 


A= (3. 8) 


Au 
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MVUEGHMTPERRARMREOREH. 显然 , 它 是 一 个 正 


交 向 量 。 

UWU=UU'=I (3.9) 
由 (3.7) 式 知 : 

G=UAU™ (3. 10) 


这 就 是 实 对 称 矩阵 的 正 交 分 解 。 任 何 一 个 实 对 称 矩 阵 G 均 可 分 解 为 
三 个 矩阵 之 连 乘积 ,第 一 和 第 三 个 矩阵 分 别 为 G 的 特征 向 量 和 矩阵 U 
和 它 的 转 置 U7, 而 第 二 个 矩阵 则 是 G 的 特征 值 构成 的 对 角 线 矩 阵 
A. 





(2) 如 果 G 是 非 奇异 , 非 对 称 和 矩阵, 那么 上 述 正 交 分 解 不 成 立 。 
可 以 证 明 , 此 时 存在 两 个 正 交 和 矩阵 0 AV 

UTGVY= 和 =diagCh Au) (3. 11) 
式 中 :A E G'G 或 GGT 特征 值 之 正 根 组 成 的 对 角 线 矩阵 LAO. HU 
和 VV 分 别 为 对 称 矩 阵 GG" 和 GTG 之 特征 向 量 组 成 的 特征 向 量 矩 阵 ， 
且 

UTU=UU'=1u 


VV=W'=Iy, (3. 12) 
但 

vUu4U'V#I1 

由 (3. 11) 式 知 

G=UAV" (3. 13) 
这 就 是 非 奇 异 且 非 对 称 矩 阵 的 分 解 。 


式 (3. 13) 和 式 (3. 10) 形 式 相 同 , 但 各 个 矩阵 的 含义 却 不 尽 相同 。 
(3,. 13) 式 说 明 , 任 何 一 个 非 奇异 、 非 对 称 矩 阵 G 均 可 分 解 为 三 个 矩 
EUA MV" 之 积 , 其 中 ,VU AV 分 别 为 对 称 矩 阵 GG 和 GG 之 特 
征 向 量 和 矩阵 ,而 人 是 GG" R GG 特征 值 之 正 根 和 (i==1,2,…,M) 组 
成 的 对 角 线 矩阵 。 
(3) 若 G 是 MXN 阶 奇异 矩阵 ,此 时 也 可 以 进行 分 解 , 即 : 
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G=U,A V" (3.14) 
我 们 称 (3. 14) 式 为 奇异 矩阵 G 之 奇异 值 分 解 。 其 中 :人 , 是 由 


G'G 或 GG7 之 -个 非 零 特征 值 之 正 根 组 成 的 对 角 线 矩 阵 , 即 
A 


* g 


A= (3.15) 


式 中 :> 是 矩阵 G 的 秩 。U, 是 矩阵 GGT 之 MX r 阶 特征 向 量 矩阵 ,而 
V, 是 矩阵 GTG 之 NXr 阶 特征 向 量 矩 阵 , 且 它们 都 是 半 正 交 和 矩阵 ， 
即 

U,U,=, UU,AL,, 

VV.=L, VV AL, (3. 16) 

现在 ,来 证 明 (3. 14) 式 。 

组 成 一 个 (MX N) 阶 方 阵 S(Hermitiau 矩阵 ), 即 


(3.17) 





MN 
由 矩阵 代数 可 知 , 方 阵 S 的 特征 值 和 特征 向 量 co 之 间 满足 
Sw; = A; (3. 18) 


式 中 :mw EMEN 维 向 量 ;A 是 与 oo 对 应 的 特征 值 。 若 把 ww AU, 
CM 维 向 量 ) 和 Vj(N 维 向 量 ) 两 部 分 , 则 (3. 18) 式 可 改写 为 ， 


sff 


Ha (3.19) SCOT LA H, (MXN) 阶 奇异 矩阵 G, 可 以 找到 两 个 特 
征 向 量 以 和 Vi, 使 下 式 成 立 , 即 
GV,=2U; 


(3. 19) 
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GU,=iV, (3. 20) 

用 GT 和 6G 分 别 左 乘 (3. 20) 式 第 一 式 和 第 二 式 , 并 利用 第 二 式 
和 第 一 式 进 行 变换 ,最 后 得 : 

G'GV,=AGU;=A2V, (i= 1,250 N) 

GG"U,=AGV,=4"U, G=1,2,+,M) 

HF G'G 和 GG" PREAMP RE A’ 均 为 正 值 , 且 特 
征 向 量 矩阵 V 和 V 都 是 正 交 和 矩阵 , 即 有 : 

UTU=UUT =I 

VIV=W'=Ix, (3. 22) 

WRB G 的 秩 是 7, 当 ir 时 ,二 0; 当 i>r 时 ,= 二 0。 所 以 ， 
SRE U 可 以 分 解 成 U, Uo ERE V 可 以 分 解 成 V, 和 Vo。 其 中 U, 和 
V, 分 别 是 -个 非 零 特征 值 对 应 的 -个 特征 向 量 构成 的 矩阵 ;Xe。 和 Vo 
是 以 零 特征 值 对 应 的 (M 一 一 个 特征 向 量 以 和 (CN 一 ”>) 个 特征 向 量 V， 
所 构成 的 矩阵 。 由 (3. 20) 式 的 第 一 式 知 , 这 时 

GV=UA (3. 23) 
可 以 改写 为 : 


(3. 21) 





Vo J=CU. U, J 


Cv. - 0 
(MX NY NX DUNK N =r) OID UD =) 


| (3. 24) 
(M~r) 


vr 
上 式 两 端 右 乘 以 =-|， BETELLET V 之 正 交 性 ， 
即 VyT7=1J， 则 有 : 


A. 07 TV 
ovvreww.ua[® 1] 
所 以 
G=U,AV,* (3. 25) 
同 理 , 从 (3. 20) 式 的 第 二 式 知 : 
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GU=VA (3. 26) 
可 以 改写 为 


Ai 0 
Glu, U, J=[vy, V J a (3.27) 
(NXM) (Mx) (MX (M—r)) (NXPNX(N=1)) 0 0 ron 








yT 
ERMMERUU =| ] AMU ZER, o= 
A: 
a A, 07 fU" 
euv=(v. va) [" ai ] 


U," 
同样 可 得 (3. 25) 5h, Bp 


G=U,A,V," 
(3. 25) 式 就 是 奇异 矩阵 G 之 奇异 值 分 解 , 式 中 ， 
A, 
az 0 
N= (3. 28) 
0 . 


À 

以 上 就 是 Lanczos 的 奇异 值 分 解 理论 , 据 此 ,任何 一 个 (MXN) 
阶 的 矩阵 G, 均 可 分 解 为 (2. 25) 式 , 即 可 分 解 为 三 个 矩阵 U,,A, 和 
Vi 之 乘积 。 
取 : 

GL=V.A, UT (3. 29) 
为 矩阵 G 的 逆 算 子 , 它 被 Lanczos 称 为 “自然 道 *(Natural Inverse). 
Jackson 又 称 它 为 Lanczos 逆 。 尔后 ,大 多 数学 者 (如 Aki), WH 
Penros 在 内 都 把 它 称 为 广义 逆 。 而 把 基于 (3. 29) 式 建立 起 来 的 解 线 
性 反 演 问题 的 方法 统称 为 广义 反 演 法 ,因而 Gm = 的 解 为 ， 
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m=G.d=V,A,'U,"d (3. 30) 
可 以 证 明 (3. 29) 式 定义 的 自然 着 满 足 Penros 给 出 的 四 个 条 件 。 
(a) GGLG=U,A,V VN, ‘UTU, AV" =U, NVT =G, 
(b) GGG. =V,A UTU, AV, VN, U5 =V, U =G, 
(c) [GG] =[U, AV, V, A UT] =U,NVIA, UT =GG., 
(d) [GG] =[V, A U TU, AV] =V.A, 'U,U,AV.7=G.iG. 
因此 ,Gi BET VB GH. 


$3 广义 反 演 法 


在 这 节 里 ,我 们 只 涉及 基于 Lanczos 自然 着 而 建立 起 来 的 广义 
反 演 法 ,而 不 讨论 基于 一 般 广义 逆 ( 即 不 全 部 满足 Penros 定义 的 四 
个 条 件 的 逆 ) 的 所 谓 广 义 反 演 法 。 
设 线 性 反 演 问题 有 
Gm=d 
存在 ,根据 自然 逆 的 定义 ,有 : 
m=Gd 
下 面 ,我 们 分 如 下 四 种 情况 分 别论 述 之 。 
(1) 当 M=N=r 时 ,UV。 和 Vo 均 不 存在 , 即 U, AV, 都 是 标准 的 
EZER, H 
GG. =[U, NV "V, N VJ]=6.6=1, 
因此 ， 
G.=G"' 
则 用 (3. 30) KOR 1G AY m 就 是 数据 方程 Gm 一 d 的 唯一 解 。 
(2)4r=N<M 时 ,Gm 二 d 是 超 定 方程 。V。 不 复 存 在 ,但 UV。 存 
在 ,此 时 Vr 是 正 交 和 矩阵 , 即 
V7V,=VV =I, 
而 U, EFEX 78. BY 
U7U,=1L, UU,=1,, 
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这 时 ， 
G. =V, VU =VA, VVAU,T 
=(G7G) GT 
因此 ,在 这 种 情况 下 ,广义 反 演 法 的 解 为 : 
m=G.d=(G'G)'G'd 
这 就 是 第 二 章 中 讲 的 最 小 方差 解 , 且 具 有 唯一 性 。 
OX r=M<N 时 ,Gm 二 d 是 欠 定 方程 。 此 时 ,U。 不 复 存 在 ,而 
Vo FETE. U, 是 正 交 矩阵 , 且 
UU, =U U=], 
T V, 是 半 正 交 和 矩阵 , 即 


VV,=1,, VVI=L, 
这 时 ,有 : 
GL. =V,A,-'U,7=V,A,U,"U,A,-U,* 
=G6'(GG")! 


因此 ,广义 反 演 法 的 解 为 : 

m=G.d=G™(GG™) qd 
这 就 是 欠 定 问题 的 最 小 长 度 解 ,而 且 解 是 唯一 的 。 

(4) 当 r<minCM,N) 时 ,U。 AV. 都 存在 。 因 此 ,可 以 把 广义 反 
演 解 看 成 是 同时 在 U 空间 极 小 上 4d 一 Gm || 和 在 V 空间 极 小 || m | 的 
结果 。 

为 了 帮助 大 家 理解 奇异 值 分 解 和 广义 逆 的 意义 ,现在 分 析 两 个 
简单 的 例子 。 

例 1 mi t+m,=2 

显然 ,这 是 一 个 欠 定 方程 。 用 和 矩阵 表示 , 则 有 ， 

Gm=d 
其 中 : 

G=[1 1]; 
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m, 
m=[ |; d 一 [2] 
由 初等 代数 可 知 , 方 程 有 无 限 多 解 。 现 在 可 用 广义 逆 解 这 一 方 
程 。 由 于 
GG" =[2] 
所 以 其 特征 值 为 2,G 的 奇异 值 为 V2 GG HEM Ree UR 
[1],G7G 的 特征 向 量 和 矩阵 为 : 


因而 
G =u, nv" =O] C/Z] [ 塘 a 


一 [1 1] 
可 见 , 奇 异 值 分 解 是 正确 的 。 


7 





又 由 广义 逆 的 定义 可 知 : 
1 f1 
v2|T 1 2 

= 1g t= — = 

G.=V,A UU, ra =] [1] 了 

V2 2 
因而 有 : 
m=G,d= 


rele v= 

m 

Y 

© 

l 
eo" 
ew 
| 


由 图 3.2 可 知 ,满足 mi 十 m= 二 2 的 解 中 ,只 有 mi 二 ms 二 1 这 一 
个 解 , 即 广义 反 演 法 的 解 距 原点 的 距离 为 最 小 , 即 长 度 为 最 小 。 
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图 3.2 广义 反 演 法 解 的 示意 图 


m +m =3 
m2 | | 


723 一 3 
显然 ,这 是 一 个 欠 定 问题 ,两 个 方程 (M 一 2) ,三 个 未 知 数 (N=3), È 
与 数据 方程 Gm 二 d 相应 , 则 有 : 


m, 
1 1 0 3 
c-|， 0 小 pi a-[;] 
可 见 , 满 足 上 述 方程 的 解 有 无 限 多 。 根 据 SVD 理论 有 : 
1 0 
二 二 _f2 0 
ce-i 0 j f |- 4 
0 1 
其 特征 值 为 2 和 1; 矩 阵 G 的 奇异 值 为 V2 ,1; 对 和 矩阵 GTG 来 说 ,其 
奇异 值 也 必 为 V2 ,1。 GG" 的 特征 向 量 为 : 


Cal 


63 


而 G'G 的 特征 向 量 : 


=~ "| 
0 0 1 


则 说 明 奇 异 值 分 解 是 正确 的 。 而 





a 1 
V2 te oR cies ge 
G.=| 1 V2 lI j=l 1 
VE E {2 
0 i 0 1 
KA: 
3 
7 0 z 
m=Gd=|1 0 []- 3 
2 2 
0 1 3 


可 见方 程 的 解 是 mm 二 3/2,ms 二 3/2,ms 王 3。 
从 图 3.3 可 知 ,在 平面 BCDF 上 的 任何 点 都 满足 mi 十 ms 二 3; 
而 在 平面 DEF 上 的 任何 点 都 满足 mw; 二 3。 因 此 ,两 个 平面 的 交 线 
DF 上 的 所 有 点 部 满足 联 立 方程 : 
m,+m,=3 
m,=3 
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图 3.3 广义 反 演 法 示意 图 
但 是 在 DF 上 上 距 坐标 原点 最 近 的 一 点 , 即 广义 反 演 法 求 得 的 解 ， 


只 能 是 ma 一 立 ,ms 一 立 ,ms 一 3, 这 就 是 最 小 长 度 解 。 


7 十 lz 一 3 
aa | an 
m,=1 


显然 ,这 是 一 个 超 定 方程 ,其 中 : 


， mf} af 


1 0 
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I oa 
ce-[ 1 4 ate oP 1] 
~l1 01 P 1 2 











0 
et 
Vt VE Aaaa 
er ETNE Za 
v2 V2 
eo = 
2N3 Ve 
KA: 
Vz 
0 
i oe 
2 r-e 1 Va o]| vZ va 
G-uAv =| 34} 考 ha aea 
VE VE 
ifj = 
L 3 2 
fl 1 
LO 1 
Oe ie, ee 
“ne | H li R 
Vi V2 ot 
/2 4/2 1 [2 i! Be" aN 
3 2V3 2N3|_|3 3 3 
0 1 —1 1 1 2 
Vz VE 3 3 3 
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1 2 1] ry [4 
ee eee 3 RIE: 

3 3 sj ts 
显然 ,这 是 一 个 最 小 方差 解 。 


$4 数据 分 辨 矩阵 


用 广义 反 演 法 解 线性 反 演 问题 ,不 但 可 以 求 得 一 个 拟 合 观测 数 
据 的 模型 m, 而 且 可 以 获得 一 些 与 观测 数据 4 和 模型 参数 m 有 关 的 
辅助 信息 ,例如 ,数据 分 辨 矩阵 (data resolution matrix) 等 。 

假定 已 经 求 得 (3. 30) 式 所 示 的 模型 , 即 

m=G.d=V,A,'U,"d 
这 里 ,用 “m” 表 示 用 广义 反 演 法 构 制 的 模型 ,以 示 和 真实 模型 m 之 区 
别 。 试 问 ,m 能 拟 合 观测 数据 吗 ? RE mm RARE 

d=Gm 
能 获得 与 d 相同 的 重建 数据 吗 ? 若 用 4 表示 重建 数据 , 则 有 ;: 

å =GGd =U,AV,"V,A ~U, "'d=U,U,"d 

=Fd (3. 31) 

RP: 

F=U,Ur" (3. 32) 
是 (~Xr) 阶 方 阵 , 叫 数据 分 辨 矩阵 (data resolution matrix) 或 信息 密 
度 矩 阵 (Information density matrix), C Æ m HLA WW BE d 好 坏 
程度 的 标志 ,如 F=1x, 则 d=d, 即 m 完全 拟 合 观测 数据 d, 观 测 数 
据 的 方差 为 : 








E= Die? =[4—-aT [d—d]=0 
如 FAly, N d 关 d, 重 建 数据 与 观测 数据 之 间 有 误差 , 则 E 关 0。 
如 图 3.4 ER IERE F 的 第 i 行 中 诸 要 素 f; 越 接近 于 1, 则 d, 越 
接近 于 d;, 即 分 辨 力 越 高 ,因为 
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S 











vo 
DOS 
Eas 


Le 
> 
A 


à=} fd, (2. 33) 
可 见 ,Qj 是 dj(j 二 1,2…,M) 之 加 权 平 均 ,而 权 系数 就 是 fi,j 是 矩阵 
FREER. 

如 果 fi(j 二 1,2…,M) 的 峰值 虽 在 第 i TURE BEE RA 
慢 , 不 接近 于 6 函数 ,ai Md 的 分 辨 力 不 高 。f;j 虽 有 峰值 ,但 不 位 于 
第 i 个 位 置 上 ,或 具有 多 个 峰值 ,说明 数据 之 间 存 在 相关 ,数据 分 辩 
和 矩阵 分 辨 力 很 差 ,这 种 情况 在 地 球 物理 资料 反 演 中 经 常 可 见 。 

由 于 数据 分 辨 矩阵 下 主 对 角 线 要 素 S/A RHA d 接近 d; 的 程度 ， 
RË di 在 Q; 中 所 占 比例 (或 权 ) 的 大 小 。 Alb RE FM 
阵 f, 即 
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a> 
Il 




















图 3.4 数据 分 辨 矩阵 


S=diag(F) (3. 34) 
为 重要 性 (importance) 和 矩阵 。 

由 前 面 的 讨论 可 知 , 当 = 0 时 ,0.0T 一 7 或 者 说 , 当 .r 一 M< 
,在 纯 欠 定 的 情况 下 ,分辨 矩 阵 F HIRIRA. 

显然 ,分 辨 矩阵 FF 不 是 观测 数据 d 的 函数 ,而 仅仅 是 数据 核 G 
和 解 反 演 问题 时 所 附加 先 验 信息 的 函数 。 在 进行 实际 观测 之 前 就 可 
以 把 正 计 算出 来 ,从 而 可 以 根据 FF 的 性 态 选 择 一 组 最 佳 的 观测 方 
式 , 获 得 一 组 分 辨 力 最 高 的 观测 数据 ,这 就 是 所 谓 的 实验 设计 。 

不 难 理解 , 当 严 一 时 ,数据 分 辨 矩阵 的 分 辩 力 最 高 ,其 观测 数 
据 di(i==1,2,…,M) 之 间 是 独立 的 ,无 关 的 。 此 时 ,观测 数据 的 利用 
率 最 高 ,所 以 


w= È QU a)" (3.35) 
措 述 了 数据 的 利用 率 ,g; 越 小 , 则 利用 率 越 高。 
8 5 参数 分 辨 矩阵 


和 数据 分 辨 矩阵 一 样 ,参数 分 辨 矩阵 也 是 广义 反 演 法 获得 的 另 
一 重要 辅助 信息 。 
现在 ,可 以 设 问 :由 广义 反 演 法 构 制 出 来 的 模型 m = Gid = 
VAU d 是 真正 的 模型 m 吗 ? 为 回答 这 一 问题 ,可 先 将 d 二 Gm 二 
UNV m RAER, W: 
m =G,.Gm=V,A,-U,7U, „A.V, im 
=V,V,"m 
=Rm (3. 36) 
式 中 :R 是 (NXN) 阶 方 阵 , 称 之 为 参数 分 辨 矩阵 (parameter 
resolution matrix) 或 模型 分 辨 矩阵 (model resolation matrix)。 它 是 
用 广义 反 演 法 构 制 的 模型 m 和 真正 地 球 物理 模型 m 接近 程度 的 一 
种 重要 标志 。 
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X R=ly Hom=m, 4r=N<M 时 , 即 在 超 定 情况 下 ,Yo 一 0， 
才 有 VV, 二 1x。 这 时 R 的 分 辨 力 最 高 。 

当 V。=0 存在 时 ,R=V,V,' 闫 Iw。 所 以 m 关 m。m 的 每 一 个 要 素 
mi, 均 可 视 为 m 各 要 素 加 权 的 结果 。 这 是 因为 : 


mm Dari; (3. 37) 
pir EMER R i BJIR. RA r= j=l,2, 
N) it =m, ER R 的 分 辨 力 最 高 。 

如 果 (r(j 二 1,2,…NN), 虽 有 峰值 ,但 变化 比较 缓慢 ,或 者 其 峰 
值 不 在 R 的 主 对 角 线 上 , 则 R 的 分 辨 力 不 高 。 分辨 力 越 低 ,说 明 模型 
参数 之 间 越 存在 相关 。 

和 数据 分 辨 矩阵 相似 ,参数 分 辨 矩阵 也 只 是 数据 核 G 和 反 演 时 
所 加 先 验 信息 的 函数 ,而 与 观测 数据 d 无 关 。 因 此 ,R 矩阵 也 是 实验 
设计 的 重要 依据 。 

同样 ,可 以 定义 


n= Devip Vd) (3. 38) 


IARR. hy 起 小 ， 及 矩阵 的 分 辩 能 力 越 高 。 一 般 取 其 倒数 各 ”作为 
分 辨 能 力 的 ( 欲 称 分 辨 力 ) 的 定量 度量 。 


§6 特征 值 和 特征 向 量 的 应 用 


在 前 两 节 中 , 曾 讲述 了 特征 向 量 U, AV, 在 解释 中 的 应 用 。 作为 
广义 反 演 法 的 辅助 信息 UU VV 为 我 们 揭示 了 观测 数据 之 间 和 
模型 参数 之 间 的 相关 程度 ,为 更 好 地 反 演 提供 了 一 些 有 用 的 、 重 要 的 
辅助 信息 。 

在 这 一 节 中 ,将 要 论述 利用 广义 反 演 法 获得 的 另 一 类 辅助 信息 
一 一 从 特征 值 所 获取 的 辅助 信息 。 

1. 特征 值 对 观测 数据 和 模型 参数 的 影响 
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将 数据 核 矩 阵 G 作 奇 异 值 分 解 ,并 代入 数据 方程 得 ; 
a=U,AV,"m 
如 用 求 和 形式 书写 , 则 有 ; 


a= LWA, ÈV am (3.39) 

由 上 式 可 见 , 特 征 值 越 大 ,其 对 重建 观测 数据 的 贡献 越 大 ; 相反 
A,B) Ut d 的 贡献 也 越 小 。 当 反 演 中 大 小 特征 值 相 差 非常 悬殊 
时 ,小 特征 值 对 重建 观测 数据 几乎 毫 无 作用 ,甚至 将 它们 去 掉 也 不 会 
影响 观测 数据 的 重建 精度 。 

另 一 方面 ,有 

m=V.A~'U."d 
其 求 和 形式 为 ; 


y= Zv È Unm, (3. 40) 
其 结论 和 (3. 39) 完 全 相反 , 即 特征 值 越 小 , 它 对 构 制 的 模型 参数 
mi 影响 越 大 。 换言之 ,的 微小 变化 会 导致 模型 参数 m, 的 巨大 变 
.化 ,使 解 变 得 是 极 不 稳定 。 
结论 必然 是 :注意 大 特征 值 ,所 弃 小 特征 值 ,是 取得 良好 反 演 结 
果 的 重要 途径 。 
2. 解 的 方差 
如 果 , 观 测 数据 具有 误差 3d ,当然 用 广义 反 演 法 所 得 的 结果 也 
有 误差 ôm, HME 
6m=G.6d (3. 41) 
因此 , 解 的 协 方差 矩阵 
cov[m]=E(6m6m") 
=E[G,6d5d"G,7] 
=G.cov[d]G,7 (3. 42) 
如 果 观 测 数据 是 统计 且 独 立 的 ,并 有 相同 的 方差 a, WY 
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cov(d]=o’l,, 
故 
cov[m]=0’G.G," 
单位 协 方差 矩阵 为 
cov[m]=G.G," 
it: 
(1) 当 M=N=r, B U,.=V.=08, G.=G', 
WA: 
cov[m]=0G7G "T" =0 (GG) '=0°(VA*V") 
(2) 4 r=N<M it, Va=0,U#0,G.= (G'G) G", 
WA: 
cov[m]=o(G'G)~'G'G(G'G) '=0° (G'G) ~ 
=0°(V,A,-°V,7) 
(3) 4 r=M<N Bf ,Us=0,V.40,G.=G"(GG)")"", 
则 有 : 
cov[m]=0GT™(GG)T) (GG) 'G=0°G" (GG)") G 
=0'V,A,°V," 
从 (3.45),(3.46),(3.47) 可 知 ,它们 的 一 般 形 式 为 : 





Var[m]; = 0" 2 V a? Aè 


(3. 43) 


(3. 44) 


(3. 45) 


(3. 46) 


(3. 47) 


(3. 48) 


显然 ,入 越 小 ,所 对 应 的 模型 参数 m 方差 越 大 。 为 了 减少 解 的 方 
差 影 响 ,Wiggins(1972) 建 议 : 删 去 一 些小 的 特征 值 ,因为 小 特征 值 与 
高 分 辨 力 相应 。 删 去 一 些小 特征 值 就 意味 着 以 牺牲 一 些 分 辨 力 为 代 
价 来 换取 较 小 的 方差 ,要 使 得 分 辨 力 高 .方差 又 小 的 解 , 即 所 谓 “ 最 优 
解 ? 是 不 可 能 的 ,只 能 在 分 辨 力 和 方差 这 一 对 矛盾 中 取 折 衷 , 求 得 方 


差 合理 、 分 辨 力 又 不 低 的 最 佳 折衷 解 。 


解 的 方差 Var[m] 对 了 解 反 演 结果 的 质量 有 重要 意义 。 根 据 广 
义 反 演 法 的 辅助 信息 ,特征 值 \( 一 1,2,…,r) 和 特征 向 量 和 矩阵 Y ,可 
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以 求 得 待 求 模型 参数 m 之 方差 Var[m;]。 无 疑 , 这 也 是 一 种 十 分 重 
要 的 辅助 信息 。 
例 1 解 如 下 联 立 方程 
m,+m,=3 
ee 
—m;=1 
显然 ,这 是 三 个 未 知 数 三 个 方程 式 联 立 方程 。 其 中 :ml .ms 只 与 
第 一 式 有 关 , 各 有 无 限 多 解 , 而 m 与 第 二 、 三 式 有 关 , 它 们 却 是 矛盾 
方程 ,无 一 般 意义 下 的 解 ,现在 用 广义 反 演 法 解 之 ,并 分 析 由 此 而 获 
得 的 一 些 辅助 信息 ,如 数据 分 辨 矩阵 、 参 数 分 辨 矩阵 和 解 的 方差 等 。 


若 将 上 式 写 成 矩阵 , 即 
Gm=d 


2 0 0 110 
car 1 =i) ce- 1 | 
0 一 1 1 DoZ 

不 


由 于 GG" 和 G'G 的 特征 值 完 全 相同 ,不 难 求 得 它们 分 别 为 2， 
2,0。 因 此 ,和 矩阵 G 之 奇异 值 分 别 是 ; 

A=VJ/2; A=J/2; As=0 
与 对 称 矩 阵 GG” 和 GTG 相对 应 的 特征 向 量 U 和 VY 分 别 是 ， 


1 9 0 0 NE SE 

oe wet ale V2 V2 

U= V2 V2|; v= PE E 

9 -—L Ll VQ V2 
V2 SP 1 0 0 
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可 见 , 两 个 矩阵 中 各 有 一 个 相同 的 特征 向 量 。 这 是 由 于 和 矩阵 GG™ 
A G'G 的 秩 都 是 2 的 缘故 。 据 此 : 





1 0 ro 
Pasi EN 
U, = 42 ; U=|V2 |; 

1 1 

ee VE 

Abe pa 
Ve Vt 
vol 1. fs vee] 
TE 77 

1 L O 

根据 奇异 值 分 解 , 可 得 : 


0 
ots 
V2 0 0 1 
G=U,AV, = 1 is | 1 1 
TE 0 0 sll y l 





Ea 
Aez Ae aE 
e= Ll | VF VA 
Vt 0 
0 
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+ 0 
o z 
因而 有 : 
$ 0 
m=G,d= + 0 
0 去 -4 


严 能 拟 合 观测 数据 吗 ? 将 m 代 人 数据 方程 ,可 得 : 


01 
d=Gm= |0 0 1 
0 0 =] 


显然 ,4 与 d 并 不 完全 相同 
「 0 1 


© 


2 | 
sm o ar ar 
o 


rary 


1 








0 
0 
at 
2 
1 
0 = 
cee T2 
RL 
o | 2|=|3 
a ae EY 
2 2 
1 
S 1 
1 
pee 
Palo 2 
1 
+ 2 
,这 是 因为 数据 分 辨 矩阵 
aio 8 
V2 V2 
lio 0 
Fla 
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RH d=d,,d, W d: WE di Md, 之 加 权 平 均 , 致 使 4: 二 一 Q;, 与 真 
SEW dosd; 相距 甚 远 。 
m 与 真实 的 模型 相差 多 大 ? 可 将 d 一 Gm 代入 


m=G.Gm= Rm 








中 进行 分 析 , 式 中 : 
fo L ] 
V2 0 0 1 
R=VV =|, _1 1 1 4 
V2 V2 V2 
l1 0 
A a a 
2g! ° 
=|1 1 g|% 
2 2° 
Lo o 1 
可 得 ; 
1 1 
2 2 0 fm, m, 
m=Rm=|1 1 m= 
i 1 4 3 
2 2 UN 3. 7 3, 
0 0 1 


这 就 说 明 ,ma 一 ma ,而 mi 一 mm 一 (2 十 ms:)/2。 由 此 看 来 ,根据 广 
义 反 演 法 ,可 以 唯一 地 确定 ms, 而 不 能 唯一 地 确定 m 和 ms 的 数值 
大 小 ,只 能 求 得 它们 的 平均 值 。 
至 于 m 的 方差 : 
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cov[m]=o°V,A,°V," 


ble 


1 


L 2 
从 上 式 可 知 ,在 协 方差 矩阵 中 ,两 行 (或 列 ) 完 全 相同 ,这 是 因为 
mi 和 ms 是 相关 的 ,它们 之 间 的 相关 系数 为 “十 1” 的 缘故 。 





Simi ete. àl- 引 - 
nw N 
© 
co 一 o 
EER 
引 - > 
N 
àl- o 
N 
PORA 
a 


o 


$7 分 辨 力 高 低 和 方差 大 小 的 测度 


前 面 讨 论 了 利用 观测 数据 的 方差 和 模型 的 长 度 为 最 小 这 一 原则 
求 取 线性 反 演 问 题 的 长 度 解 ,下 面 将 定义 一 种 利用 数据 分 辨 矩阵 严 ， 
参数 分 辨 矩阵 R 和 协 方差 矩阵 cov[m] 计 算 模 型 参数 的 办 法 。 

由 于 分 辨 和 矩阵 (F,R) 接 近 单 位 矩阵 时 ,说 明 其 分 辨 力 最 高 ,因此 
一 种 最 好 办 法 是 利用 非 对 角 线 元 素 之 大 小 (或 其 展 伸 情况 ) 来 描述 分 
辨 力 之 高 低 。 现 以 英文 Spread 表示 展 伸 系 数 , 则 有 : 


S,(F)= || F—I || 
M M 
=> Xr. ,一 了 (3. 49) 
S,(R)= || R—I || 
N N 
= z ZRF (3. 50) 


这 种 展 伸 准则 有 时 也 叫 狄 里 西 莱 准 则 。 而 由 (3. 43) A: 
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covim]=0’G,G," 
如 果 , 我 们 考虑 (3. 49),(3. 50) 和 (3.43) 式 ,并 把 目标 函数 写 为 

E=a,S,(F)+a,S,(R)+a,cov[m] (3. 51) 
并 极 小 之 ,可 以 得 到 模型 的 最 佳 解 , 式 中 ,w ,wz,as 为 相应 项 的 加 权 
系数 。 
讨论 

Q) M>>N=~, 即 超 定 方程 时 ， 

已 一 SCF) 一 (F 一 DTCF 一 门 

=G6,'G"GG, ~GG,—G."G' +1 

S,《F) 极 小 ,必须 满足 


aE 
aG," 


=G"GG.—G"=0 

GGG, =G" 

如 果 我 们 以 G'i 表示 极 小 5,(F) 所 得 的 逆 算 子 的 话 , 则 有 : 

G'.=(G'G)'G" (3. 52) 
可 见 ,G' 和 最 小 二 乘法 所 求 得 的 结果 (2. 4) 或 广义 逆 所 求 得 的 结果 
(3. 4) 完 全 一 致 。 

(2) N>M=r, 即 纯 欠 定 方程 时 ， 

E=S,(R)=(R—1)"(R—1) 
将 R=GLG 代入 上 式 , 并 利用 GIGL==(GG") 1, 则 

E =G'G,"G.G—-G.G—G'G,"+1 

=G" (GG) "G—G.G—-G'G," +1 

故 

28 =(GG"')'G—G,"=0 
因而 有 

G' =G" (GG")™ (3. 53) 
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可 见 , 由 S,(R) 之 极 小 求 出 的 逆 和 在 第 二 章 中 纯 欠 定 问 题 求 得 
的 逆 (2. 10) 式 ,及 第 三 章 中 的 广义 逆 (3. 5) 式 完全 相同 。 

(3) 在 (3.51) 式 , 即 目标 函数 的 通 式 中 , 极 小 S,(F)、S,(R) 和 
cov[m] 显 然 是 蔬 盾 的 ,三 者 不 可 兼 得 .在 a 一 1,a, 二 a 二 0 时 , 极 小 解 
就 是 (3. 52) 式 ;在 =a 二 0,qs 二 1] 时 ,为 (3.53) 式 ; 当 a==1,as 二 0， 
o 一 E?, 且 一 1 时 , 则 有 : 

E =S,(F)+cov[m] 

=G,"G'GG, —~GG.—G,"G" +1+ €°G.G." 











故 
aE T T 2, 
aG.t G'GG,,—G* + €’G_=0 
由 此 可 得 : 
GL.=(0'G+ E17 GT (3. 54) 


它 和 第 二 章 中 的 混 定 问 题 的 逆 之 表达 式 (2. 11) 完 全 一 样 ,此 即 
阻尼 最 小 二 乘 解 。 

综 上 所 述 , 最 小 方差 解 也 可 以 理解 为 极 小 数据 分 辨 矩阵 的 特 解 
最 小 长 度 解 ,就 是 极 小 参数 分 辨 矩阵 的 特 解 ;而 马 夸 特 法 解 , 则 是 极 
小 数据 分 辨 矩阵 和 模型 方差 之 特定 解 , 一 言 以 项 之 ,用 广义 反 演 法 所 
求 得 的 解 , 也 就 是 在 Ls 范 数 意义 下 的 解 。 


§8 Menke 


在 大 多 数 地球 物 理 反 演 问题 中 ,和 矩阵 G 的 条 件数 都 很 差 ,最 大 
与 最 小 奇异 值 有 时 相差 几 十 个 级 次 。 我 们 知道 ,小 的 奇异 值 会 引起 模 
型 参数 的 很 大 误差 , 却 能 保证 模型 参数 的 高 分 辨 能 力 .分 辨 率 和 方差 
是 一 对 矛盾 ,分 辩 率 高 必然 方差 大 ;反之 ,分 辨 率 低 , 方 差 也 小 ,二 者 
不 可 兼 得 ,只 能 取 其 折衷 。 或 者 以 牺牲 一 些 分 辩 率 为 代价 换取 较 低 的 
方差 ;或 者 以 较 大 的 方差 为 代价 ,获得 较 高 的 分 辩 率 。 

Wiggins 和 Jockson (1972) 建 议 ,用 广义 反 演 法 求解 时 , 设 一 个 
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RAR tk 
Varlmj<t, Varlm+ Jt (3.55) 
BU AY ART RARE FA 的 特征 值 。 这 里 7 为 “方差 门 坎 ” 值 。 若 
特征 值 按 大 小 顺序 排列 , 即 
Ad Sa SAS >A, 
其 中 仅 保 留 上 个 大 特征 值 , 而 截断 (> 一 A) 个 小 特征 值 。 显 然 ,应 按 以 
下 方法 计算 观测 数据 的 有 效 自由 度 g, 即 有 : 


Varlm]=o! D CO) (3. 56) 
其 中 :Vs 是 矩阵 Y 之 要 素 ; 去 掉 (r 一 0) 个 奇异 值 相 当 于 把 矩阵 U 和 
V 中 最 后 (> 一 q) 个 向 量 用 零 向 量 代 替 。 因 而 ,相对 应 的 数据 分 辨 矩阵 
正和 参数 分 辨 矩阵 R 都 发 生 了 变化 , 设 为 F 和 Ri, 则 有 : 

Fi=ViV,", R,=U.U," 

此 时 ,相应 的 广义 逆 变 为 : 

Gav, (3.57) 

由 于 将 小 特征 值 截断 的 结果 ,使 (3. 38) 式 定义 的 分 辨 力 降低 了 ， 
而 (3. 56) 式 的 方差 却 大 大 降低 。 图 3. 5 是 第 个 参数 分 辨 力 和 方差 
的 示意 图 。 分 辨 力 随 的 增加 而 提高 ( 即 (hs 降低 ), 方 差 则 随 k 值 的 
增 大 而 增 大 : 反 演 时 , 令 & 值 从 小 到 大 变化 ,计算 h(k) 和 Var[m]， 
以 hy 和 Var[zg] 为 纵 、 横 坐标 ,作出 如 图 3.6 所 示 的 不 同人 值 的 折 
庄 曲 线 , 并 由 此 选择 最 佳 折衷 & 值 。 

折衷 曲线 的 形态 完全 取决 于 矩阵 G 奇异 值 入 (8 二 1,2,… ,7) 的 
相对 变化 情况 ,图 3.6 是 一 种 典型 的 形态 。 在 实际 地 球 物 理 资料 反 演 
中 ,还 可 以 经 常见 到 图 3.7 所 示 的 折衷 曲线 的 其 他 形态 。 则 线 a 说 
明 , 在 最 佳 折衷 点 ,稍微 牺牲 一 点 分 辨 力 就 可 以 换 来 方差 的 大 幅度 降 
低 。 因 此 ,这 是 一 种 最 佳 折衷 曲线 ,最 佳 上 值 很 好 确定 ; 当 奇 异 值 变化 
缓慢 时 ,会 出 现 4b 型 折衷 曲线 或 其 他 类 型 的 折衷 曲线 ,无疑 ,这 都 不 
是 我 们 所 期 望 的 。 
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r; Var m) 








图 3.5 方差 和 分 辨 力 的 关系 图 








图 3.6 折衷 曲线 
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图 3.7 





Var Cm) 


折衷 曲线 的 类 型 


第 四 章 Backus-Gilbert 反 演 理论 


在 前 面 几 章 中 ,我 们 比较 详细 ,系统 地 讨论 了 用 于 离散 模型 ( 含 
参数 化 的 连续 模型 ) 的 线性 反 演 理论 。 应 该 说 ,这 是 一 种 既 有 较 强 理 
论 性 ,又 有 广泛 的 适用 性 的 有 效 方法 技术 .但 是 ,将 连续 模型 离散 ( 参 
数 ) 化 也 存在 不 少 问题 , 需 待 进一步 分 析 解 决 。 

首先 ,实际 地 球 物理 模型 十 分 复杂 ,许多 情况 下 ,并 非 能 用 有 限 
个 模型 参数 (或 一 组 、 几 组 参数 向 量 ) 准 确 描述 的 。 在 均匀 参数 化 (各 
子 区 间 模 型 参数 的 量 纲 完全 相同 ) 的 情况 下 ,对 模型 简化 的 太 简 单 ， 
会 使 问题 变 得 毫 无 意义 ,甚至 根本 无 解 ;离散 化 太 复杂 ,又 会 大 大 增 
加 解 的 不 确定 性 ,使 解释 变 得 困难 。 同 时 ,将 成 倍 地 增加 计算 时 间 ,在 
经 济 上 造成 浪费 。 在 非 均匀 参数 化 ( 指 参数 化 模型 参数 具有 不 同 的 量 
纲 ) 的 情况 下 ,不 恰当 的 参数 化 ,还 可 能 将 本 来 已 经 是 线性 的 问题 , 重 
新 非 线性 化 ;将 本 来 简单 的 问题 复杂 化 ,给 反 演 问题 增加 困难 。 

其 次 ,连续 模型 参数 化 的 结果 ,会 降低 模型 参数 的 自由 度 和 解 的 
估算 之 置信 和 度 ,从 而 使 解 的 非 唯一 性 增加 和 解释 的 难度 加 大 。 

连续 介质 的 反 演 理论 是 反 演 之 父 一 一 Backus 和 Gilbert 建立 
的 ,目前 已 形成 一 套 完整 、 系 统 的 理论 ( 称 之 为 BG 理论 )。 在 地 球 物 
理 资料 的 反 演 中 ,已 获得 了 广泛 应 用 。 

BG 理论 包括 两 大 部 分 :第 一 部 分 ,在 连续 介质 情况 下 ,如 何 处 
理 数量 有 限 而 又 有 误差 的 观测 数据 ;第 二 部 分 ,在 连续 介质 情况 下 ， 
如 何 处 理解 的 非 唯一 性 (如 何 从 众多 的 非 唯一 的 解 中 提取 观测 数据 
所 “给 予 模 型 的 真实 信息 )。 是 盲目 的 ,甚至 “ 自 其 菊 人 ”把 反 演 结果 
作为 所 谓 的 “最 优 解 ” 接 受 下 来 ,还 是 实事 求 是 地 对 之 进行 合理 的 评 
价 ,是 反 演 理论 所 必须 解决 的 重大 原则 问题 。 这 正 是 BG 反 演 理论 的 
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重要 内 容 , 也 是 Backus 和 Gilbert 对 反 演 理论 所 作出 的 重大 贡献 。 
§ 1 在 精确 数据 情况 下 连续 介质 的 反 演 理论 


假定 地 球 物理 模型 是 空间 坐标 的 连续 函数 ,其 数据 方程 可 表 
RH: 

a=f (Gyn) O= (2m (248 

二 G=1,2.5M) (4-1) 

式 中 :AM 为 观测 数据 的 个 数 ,M 个 观测 数据 组 成 一 个 精确 的 不 完整 
的 数据 集 ,构成 M 个 积分 方程 id 一 1,2,…，,M) 是 观测 数据 ;5(6， 
W=g(=g RAAM OREN: r 是 参量 (==1,2,…,M); 而 
(grm) 则 表示 内 积 。 

下 面 ,我 们 来 讨论 线性 积分 方程 (4. 1) 的 解法 , 即 由 M 个 观测 数 
E diGi==1,2,…,M) 如 何 求 取 模 型 mx($)。 显然 ,这 是 一 个 欠 定 问题 。 
因为 ,连续 模型 m(é) 实 际 上 是 无 限 维 的 ,饮用 有 限 个 观测 数据 求 取 
需要 无 限 个 数 才能 准确 表示 的 连续 函数 m($) 是 不 可 能 的 。 按 第 二 章 
中 讲述 的 原理 ,必须 用 一 些 先 验 信息 去 约束 或 限制 那些 不 足 之 处 。 换 
句 话 说 ,选择 目标 函数 和 限制 条 件 , 就 是 选择 模型 , 即 从 千 万 个 能 拟 
合 观 测 数据 d;(i==1,2,…,M) 的 模型 中 选择 我 们 所 需要 的 模型 。 

1. 最 小 模型 (smallest model) 

如 果 我 们 需要 一 个 模型 参数 L 范 数 为 最 小 的 模型 , 则 可 选择 


Ee=| Erm E) yde (4.2) 


作为 目标 函数 。 这 里 ,76) 是 任意 选择 的 加 权 函 数 。 在 (4. DRAF, 
用 极 小 (4. 2) 式 可 求 得 m($)。 这 种 做 法 并 不 失 待 求 地 球 物理 模型 的 
基本 特征 ,同时 又 能 使 反 演 问题 大 大 简化 ,因而 得 到 了 广泛 的 应 用 。 
在 (4.1) 式 M 个 条 件 约束 下 , 极 小 (4.2) 式 目标 函数 E 的 问题 ， 
就 是 条 件 极 值 问题 .从 最 优化 原理 可 知 , 条 件 极 值 问题 必须 化 为 求 如 
下 目标 函数 
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M r 
-| [mc Fae DA gE my) 4.3) 
的 无 条 件 极 值 问题 。 这 里 的 》 为 拉 格 朗 日 算 子 。 


根据 变 分 原理 中 的 欧 拉 方程 , 求 形 如 

| Eraso (Cz))dz (4. 4) 
为 最 小 的 积分 方程 的 人 yz) RZ UR BAD HB BP 

已 一 时 =。 4.5) 
式 中 

a FJ -站 


但 在 (4. 3) 中 ,不 存在 y ,只 有 y《 即 m(§)), 因 此 ,(4.5) 式 就 化 为 
F,=0 
与 (4. 3) 式 相应 的 C4 ORX: 


ae{[FCe)m(6)] 十 Sai (€)m(é)} 
iml 























am (&) 0 (4. 6) 
其 解 为 : 
M M 
— Asi) Yagicé 
rn H 2 
mO=— RB Fe) (4.7) 
式 中 
“= 人 (4. 8) 
将 (4.7) 代 人 (4. 1), 即 得 : 
grb) ge 
4 -| nD) Fe À 
t M 
gi (E)g È) 
= dal Fe) = eG (4.9) 


RH: 
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r 9 (€)g.(€) | g.(€) gi(€) 
c= Fe df TE a0) 
如 果 将 (4.7),(4.9),(4. 10) 改 写 一 下 , 则 有 
a = $ T 
mO =F (4. 11) 
d=Ga (4.12) 
AP: 
a gı 
ar 82 
Saye ls eS (4.13) 
Qu 8s 
Gnu Ge * Gu 
G= Ga Su aas, Gar (4.14) 
Gu Gu ot Gum. 


由 此 不 难看 出 ,最 小 模型 的 反 演 步骤 如 下 :首先 ,根据 (4. 10) 
算 Gabi,k 二 1,2,…,M), 并 根据 (4.14) 组 成 矩阵 G; 其 次 ,根据 
《4.12) 反 演 求 取 列 向 量 a, 这 里 a==G 'd; 第 三 ,由 (4. 11) 式 计算 连 
续 模型 mE). 


2. 最 平缓 模型 (flattest model) 


AIR BR Am! (6) 一 ac 起伏 最 小 的 模型 \ 则 可 选择 





z=-|[ (f (Em' EdE (4.15) 
o 


作为 目标 函数 。 
但 是 ,数据 方程 (4.1) 中 并 不 包括 m E). EHA. DRET 
分 部 积分 , 即 


a=f g: Erm EdE=m (Eh, E) m-f m' Ehi (8 dé 
式 中 ， 
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hi 人 -| Bilu) du (4.16) 
hi(ro)=0 
假设 
PQ) =m(r)hi(r)—d, (4.17) 
WA: 
PO =| m Eh Ede 
To 


=(m' (),h,(£)) G=1,2,+,M) (4. 18) 
显然 ,(4. 18) 式 就 是 新 的 数据 方程 组 ,可 以 作为 极 小 (4.15) 式 的 
约束 条 件 。 
和 最 小 模型 的 求法 相同 ,可 得 到 m' (6) 的 最 小 模型 页 ' (6) ,进而 
RIF m(§) 的 最 平缓 模型 mE), HADEN 
ae EO aoe wR, e, 
mnf (42-42 a u 
并 构成 矩阵 
Ha He oo Hyu 
H= Ha Hn ena Ham 
Hm Hu ~ H uu 
其 次 , 按 下 式 
P=HB (4. 20) 
计算 向 量 B, 得 B= HP kh, 
fi Bb 


M. M. 
第 三 ,计算 m (6) 的 最 小 模型 m E), BY 
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m (= 1 Bh (4. 21) 





hu 

第 四 ,对 m' (6) 积 分 ,可 得 mE RF RR, BP 

RO= S ma! (wd (4. 22) 

FO OT OL, PER OF AY om (EY RATT GB 已 (上 一 1,2,…， 
M) ME H AY BE h(E) (i 二 1,2,…,M) 为 新 的 核 函 数 ;m' CE) 
作为 新 的 待 求 最 小 模型 。 在 (4.18) 式 的 限制 下 ,用 极 小 目标 函数 
(4. 15) 8 m (6) ,然后 对 m (人 6) 再 积分 ,就 可 求 得 最 平缓 模型 mE). 
从 计算 过 程 可 知 , 求 最 平缓 模型 必须 先 已 知 m(x), 这 也 是 一 种 反 演 
过 程 中 强加 的 先 验 信息 。 

不 难 理 解 ,由 于 目标 函数 的 差异 ,最 平缓 模型 比 最 小 模型 更 为 平 
缓 。 在 地 球 物 理 资料 反 演 中 ,有 时 会 更 为 有 用 。 

3. 最 光滑 模型 (smoothest model) 

类 似 地 ,如 对 (4.18) 式 再 作 一 次 分 部 积分 , 则 得 : 


«=f m" Ek, EdE (4. 23) 
式 中 : 
E E fu 
n=] hdu=| | giCr)drdu (4. 24) 
e; =m' (r)ki(r)—P, (4. 25) 
=d; —m(r)h:(r)+m' (rk (r) 
求 最 光滑 模型 的 目标 函数 为 : 
z=f Em") dE (4. 26) 


其 限制 条 件 是 (4. 23) 。 按 同样 的 方法 ,可 得 : 
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M 
m= D TAO (4.27) 
i=l 





at SKE) 
进而 ,不 难 求 得 最 光滑 模型 
sA e 
元 (= f m"(x)dzdu (4. 28) 
求 最 光滑 模型 的 计算 步骤 如 下 : 
首先 ,计算 矩阵 天 RKRERK,, 
(RCE) CE) 
K=f | TE’ Fee (4. 29) 
其 次 , 按 下 式 计 算 向 量 y， 
e=KY (4. 30) 
HE Y=K"e 
式 中 ， 
Ky Ky Kim 
x=| “2 Ca eg (4.31) 
km Km pu Kum. 
e i ba 
7 
e=|f h y=]? (4. 32) 
eM. Yu 
第 三 , 按 (4. 27) 式 计算 ma"(6) 的 最 小 模型 六"(6), 即 
OE E DA 
m HB kO = "k (4. 33) 
AF: 
ki 
kz 
k=| ` (4. 34) 
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第 四 , 按 (4. 28) 式 计算 最 光滑 模型 on CE) 

由 连续 介质 的 最 小 模型 ,最 平缓 模型 和 最 光滑 模型 的 讨论 中 可 
以 看 出 : 除 以 观测 数据 方程 作为 限制 条 件 外 ,最 小 模型 无 需 另外 的 先 
验 信息 ;而 最 平缓 模型 和 最 光滑 模型 则 不 同 , 前 者 需要 知道 在 r 处 的 
m(r) 值 ,后 者 除 mr(r) 外 还 要 知道 mx' Cr) 的 值 . 由 于 目标 函数 不 同 , 限 
制 条 件 各 异 ,连续 介质 的 这 三 种 模型 无 疑 不 会 完全 一 致 。 但 是 ,它们 
都 可 拟 合 观测 数据 。 这 再 一 次 雄辩 地 证 明 地 球 物理 资料 反 演 的 非 唯 
一 性 问题 的 严重 性 。 

综 上 所 述 , 三 种 模型 有 三 种 数据 方程 , 即 (4.1) 式 、 (4.18) 式 和 
(4.23) 式 , 核 函数 分 别 为 gE AEM kG, 2M). ER 
演 过 程 中 都 要 计算 相应 核 函 数 的 内 积 Gas Has Ka Cisk =1, 2,3 
M) RCA. 12) 式 (4. 20) 式 和 (4. 30) 式 之 反问 题 ,计算 w,B,y。 进 而 ， 
根据 各 自 的 已 知 条 件 求 出 最 小 模型 mn(&) ,最 平缓 模型 mE) BE 
滑 模 型 mE). 

在 解 矩阵 方程 (4.12) 式 .4.20) 式 和 (4. 30) 式 时 ,可 用 第 二 ,三 
章 讲述 的 任何 一 种 方法 。 不 过 ,必须 认识 到 矩阵 G、H、K 都 是 对 称 正 
定 和 矩阵 这 一 重要 特性 ,因为 对 称 正定 矩阵 求 逆 的 方法 要 比 一 般 正 定 
矩阵 简单 一 些 ,在 反 演 过 程 中 会 节省 相当 的 计算 时 间 。 

从 连续 介质 反 演 方法 的 步骤 可 以 看 出 ,不 管 是 对 最 小 .最 平缓 、 
还 是 对 最 光滑 模型 ,计算 对 称 正定 矩阵 的 要 素 Gj、Hi、Kij 是 唯一 的 ， 
按 (4. 11) 式 (4.22) 式 和 (4.28) 式 计算 最 小 模型 (6)、 最 平缓 模型 
贡 ($) 和 最 光滑 模型 未 (4) 也 不 存在 多 解 性 , 唯 有 和 矩阵 的 反 演 求 逆 才 
是 产生 非 唯一 性 的 重要 原因 .为 缩小 解 的 非 唯一 性 范围 ,必须 尽量 应 
用 好 已 知 的 先 验 信息 。 把 一 个 线性 反 演 问题 (如 这 里 所 讲 的 连续 介质 
的 反 演 问题 ) 化 为 一 个 简单 的 线性 问题 和 一 个 或 几 个 简单 的 非 线性 
问题 ,或 者 化 为 几 个 简单 的 线性 问题 ,也 是 我 们 解决 复杂 线性 问题 所 
常 采 用 的 方法 。 

例 1 两 个 数据 的 重力 问题 
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为 了 帮助 读者 理解 在 有 限 个 精确 观测 数据 的 情况 下 ,连续 介质 
模型 的 线性 反 演 理论 ,让 我 们 来 分 析 一 下 两 个 数据 的 重力 问题 ,其 目 
的 是 用 地 球 的 质量 和 转动 惯量 求 取 球形 对 称 地 球 的 密度 分 布 。 

(1) 关于 两 个 数据 的 重力 问题 之 数据 方程 ; 

设 e(~) 是 球形 对 称 地 球 的 密度 函数 ,~ 是 从 地 心算 起 的 径 向 ;mm 
和 < 分别 为 地 球 之 质量 和 绕 其 自转 轴 之 转动 惯量 。 则 地 球 的 质量 m 


为 ; 
m=| o0) 。 4mrsdr 一 了 ra (4.35) 
式 中 :a 是 地 球 的 半径 ;2 是 地 球 的 平均 密度 。 


设 “=r/a, 则 上 式 可 化 为 
§=| pwdu (4. 36) 
根据 转动 惯量 的 定义 ,对 称 球体 绕 中 心 轴 之 转动 惯量 为 
p emp 


-& a ‘o(r)dr 


re: in plu)u*du 


ewe, ;9 是 7 与 地 球 自转 轴 之 夹 角 。 由 普通 物理 学 知 , 地 球 
之 转动 惯量 。 又 可 表示 为 < 一 grma* 一 了 zai5。g, 且 其 中 p=0. 330 78, 
所 以 

r= i 

z= ,Plu du (4. 37) 
BM p=5 500 kg/m*。 将 有 关 参 数 代 入 (4. 36) 式 , (4. 37) 式 , 则 有 : 

di=1 833 一 | (uutdu=p/3 

(4. 38) 

d,=909. 5=[ plwdutdu=pr/3 

(4. 38) 即 是 著名 的 两 个 数据 重力 问题 的 数据 方程 。 
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(2) 两 个 数据 重力 问题 的 最 小 模型 : 

假定 (4. 38) 式 中 ,观测 数据 di 二 1 833,d: 一 909.5 是 没有 误差 
的 ,因此 在 解 (4. 38) 式 的 反 演 问题 时 ,是 一 个 有 限 而 精确 数据 线性 积 
分 方程 的 求解 问题 。 其 中 :plu) 是 待 求 的 密度 模型 ;而 u Mut 分 别 
是 两 个 数据 方程 的 核 函 数 。 

如 取 加 权 核 函数 fu) 二 1, 则 由 gu) =w .g2(u)=u' Al: 








1 1 
Gog) = (g1182)=7 
1 
gde, (8z,82) 一 9。 
由 (4.14) 知 ， 
a 
5 7 
ae eS 
7 9 
不 难 求 得 
Be 1 
12205} 9 7 
Crore ot ll 
7 5 
故 
1 1) 

9-12 205| 9 7 [ ora 40 885] 
a sah, = d, 909. 5 —44 086 
Ts 

由 此 ， 


plu) =a 9, +a2.g2= 40 685u°—44 086u* (4. 39) 
这 是 两 个 数据 重力 问题 的 最 小 模型 .十 分 有 趣 的 是 ,虽然 这 个 解 
满足 观测 数据 方程 ,能 拟 合 观测 数据 ,但 在 地 心 x=0 处 ,c(x) 一 0, 而 
在 地 表 u=1 时 ,pl4) 二 一 3 428 kg/m’, 这 在 物理 上 却 是 不 合理 的 ， 
与 已 知 地 表 和 地 心 的 地 球 密度 知识 是 不 一 致 的 .显然 ,两 个 数据 重力 
问题 的 最 小 模型 不 是 人 们 可 以 接受 的 一 个 地 球 密度 模型 。 
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(3) 两 个 数据 重力 问题 的 最 平缓 模型 : 
如 前 所 述 ,为 求 得 最 平缓 模型 ,必须 附加 一 个 先 验 信息 , 即 地 表 


的 密度 , 设 p(1)=2 800 kg/m’, 
由 前 面 推导 可 知 ,此 时 的 核 函数 为 ， 


u 3 
h= f'e Ot, 


7 5 
h= fga, 
且 
m=; hs(1)= 吉 
观测 数据 方程 有 
A=W) -d= aa) 
S= Dd =E (0) — Spr) 
因而 存在 有 : 
ep=|ip (wuidu=2 700 kg/m? 
eS pr=['p! (wusdu=1 748. 2 kg/m? 
这 就 是 最 平缓 模型 对 应 的 数据 方程 ,如 把 P'(u) 当 作 “ 模 型 ”, 其 
核 函 数 分 别 为 Ay\(u)=u' ,h2(u)=u', 


由 此 
1 1 ay wd 
7 9 ll 9 
= ; H`'= 
H Lr 1 559. 25 vanes 
9 11 9 7 
因而 有 
1 1 
11 一 了 | [2700 一 79 849 
B=H~'f=—1 559. 25 = 
-4 + 1 748. 2. 78 363 
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故 

p! (a) = Bhi + Bohs = Pius + Bou’. 
并 对 p' (zx) 积 分 得 : 

pu) et at + ue—19 962u' +13 060x° 
利用 已 知 先 验 信息 p1(1) 二 2 800 kg/m’ ,得 : 

p(u)=9 702 一 19 962u'+13 060u* (4. 40) 

(4. 40) 式 就 是 两 个 数据 重力 问题 的 最 平缓 模型 。 由 此 可 见 , 地 球 
的 密度 值 ,此 时 从 地 心 到 地 表 缓 慢 减 小 .地 心 C00) 王 9 702 kg/m? ;地 
表 p(1)=2 800 kg/m’, AE 4. 1 可 以 看 出 ,最 平缓 模型 比 最 小 模型 
好 得 多 , 它 非常 接近 地 球 的 真实 的 密度 模型 。 





1 (— 





plu)/ Cg-cm-3) 
S 


o 











0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 


图 4.1 两 个 数据 重力 问题 的 最 小 模型 和 最 平缓 模型 
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按照 类 似 的 方法 ,我 们 可 以 求 得 两 个 数据 重力 问题 的 最 光滑 模 
型 。 


$ 2 在 观测 数据 具有 误差 的 情况 下 连续 介质 的 反 演 理论 


大 家 知道 ,实际 观测 数据 都 是 含有 误差 的 ,只 是 误差 大 小 及 其 所 
遵循 的 规律 不 同 罢了 。 如 何 对 待 和 处 理 有 误差 的 观测 数据 ,是 BG 反 
演 理论 的 一 个 重点 。 

为 了 让 读者 更 清楚 地 理解 这 里 所 讲述 的 内 容 , 让 我 们 先 来 复习 
一 下 矩阵 的 条 件数 这 一 概念 。 

1. FEE fe 

设 反 演 的 数据 方程 

d=Gm (4. 41) 
中 观测 数据 4 和 核 函 数 G 的 误差 分 别 为 Ad 和 AG ,试问 ,在 这 种 条 
件 下 会 对 模型 造成 多 大 的 误差 Am? 

首先 ,我 们 讨论 d 的 变化 引起 的 m 之 变化 。 在 线性 方程 时 ,有 








Ad=GAm (4. 42) 
对 (4. 41) 式 和 (4. 42) 式 两 端 取 范 数 , 则 有 : 

Id <UGI + Imi; | Am || < || G> | || Ad || 
因而 ， 

1E ioi -nci iee ae (4.43) 
其 中 

c= |G| + IGI (4. 44) 
PERE G 的 条 件数 。 

其 次 ,我 们 讨论 核 函 数 G 的 误差 AG 会 引起 模型 m 的 多 大 误 
差 ,由 (4.41) 式 知 ， 


(G+AG) (m+ Am)=d 
或 
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GAm=— AG(m+ Am) (4. 45) 








整理 后 得 : 

Am 一 一 G-IAG(m 十 Am) (4. 46) 
由 (4.45) 式 (4. 46) 式 得 

|| Am || ail cy WAG || _ IAG | 

Tmatdmp<'6 Ie Gl TG] ~ Tei (4. 47) 
式 中 :c 也 是 条 件数 。 


(4. 43) 式 和 (4. 47) 式 告诉 我 们 ,模型 的 相对 误差 既 与 观测 数据 


的 相对 误差 全 a ee pe e te aa ar ae OT a et 5 E PE 


G 的 条 件数 < 有 关 , 即 < BK, || Ad || BK || AG I] 引起 的 | Am || 越 
大 。 此 时 称 矩 阵 G 的 条 件 很 坏 ,会 给 反 演 带 来 灾难 ;相反 cc MR) E 
阵 的 条 件 越 好 , 反 演 结果 的 稳定 性 越 大 。 

在 连续 介质 的 反 演 理论 中 ,G 是 核 函 数 的 内 积 和 矩阵 ,内 积 矩 阵 条 
件数 的 好 坏 完全 取决 于 核 函 数 的 性 质 及 其 对 模型 的 分 辨 力 , 然 而 ,在 
绝 大 多 数 地 球 物理 资料 反 演 中 ,G 的 条 件数 都 是 很 差 的 。 

不 难 证 明 , 当 G 为 对 称 正定 矩阵 时 ,其 条 件数 为 

c=c (G) = Anax/ Amis (4. 48) 
RP Ama A Men 分 别 表示 矩阵 G 之 最 大 、 最 小 特征 值 。 经 验 表 明 ,c 值 
有 时 高 达 10°, 这 就 表明 d KG 之 微小 变化 ,也 会 使 反 演 结果 变 得 极 
不 稳定 。 

2. 在 观测 数据 具有 误差 的 情况 下 连续 介质 的 模型 构 制 

设 

d;=di+6d; G=1,2,, M) 

式 中 :di 是 观测 数据 的 真 值 ;6Q, 是 观测 误差 。 

由 于 Od, 是 一 个 统计 量 ,其 数值 不 可 能 准确 地 确定 ,有 时 连 统计 
规律 也 不 清楚 。 为 理论 讨论 方便 ,而 又 具 普 记性 ,我们 作 如 下 假设 : 
(1) 每 个 2 均 服 从 均值 为 零 .方差 为 of 的 高 斯 正 态 分 布 ; 

(2) 观 测 数 据 的 误差 是 不 相关 的 , 即 

96 








cov[éd;,dd;]=0 Gj) 
如 果 以 o ER d , 即 把 它 变 成 单位 方差 ， 


ôd, 
34 一 可 (4.49) 


M òdi 也 服从 高 斯 正 态 分 布 ,其 均值 E[6d;]==0, 方 差 Var[6d;]=1。 
此 时 ,原始 数据 方程 


d= (Gim) (4. 50) 
将 变 为 
d;=(gism) (4.51) 
式 中 : 
a 
CA (4. 52) 
i =£ (4. 53) 


式 (4. 51) MAR § 1" 中 无 误差 观测 数据 方程 完全 相同 。 因 此 ， 
可 按 相同 的 方法 解 之 , 即 在 (4. 51) 式 M 个 条 件 限制 之 下 求 目标 函 
数 , 即 有 

E=| Sem Eae 


之 极 小 。 就 是 求 所 谓 的 最 小 模型 ,和 本 章 “8 1” 相 同 ， 


g$) 
nO= De FE 


AP ali =1, 2,0, M) JEA TF PE Ty BBA, BT 

d=Ga 
式 中 :d,a 是 列 向 量 ,G 是 MX M 阶 方 阵 , 其 表达 式 和 (4.13) 式 ， 
(4. 14) 式 相同 ,而 /6) 也 是 一 个 加 权 函 数 。 

由 于 G 是 对 称 正定 矩阵 ,可 分 解 为 

G=RAR" (4. 54) 
AH: 
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4 0 


A= a r 
0 an| 
Ade Gi AREE, E ADA, M REG 的 特征 向 
EER, BA 
RRT=R'R=1 
因而 


a=G"'d=RA 'R'd 
A 

m(&) =a" g(&)/f?(&) 
BR SOHO=1, WA: 

m(€)=d™RA~'R"g(€) 


M 
=B'Y = by, (4. 55) 
j=l 
AP: 
b, [h 
b 
=|" |, y=]? (4. 56) 
bu Pul 
且 
M 
6=— Xr,d, (4. 57) 
T 
M 
EA 
ye G=1,2,++,M) (4. 58) 
Ae 


而 六 是 矩阵 RAR, 
由 (4.57) 式 和 (4.58) 式 不 难看 出 ,y 只 与 核 函数 有 关 , 因 为 G 
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是 由 核 函 数 决定 的 ,因而 其 特征 向 量 (7 一 1,2,…，,M) 也 必然 只 与 
核 函数 g (OG=1,2. MAK. Ri b WRR, EE rM dj ZR 
性 组 合 ,因此 , 它 既 与 核 函 数 也 与 观测 数据 d 有 关 。 如 果 , 把 BH 
修改 后 的 观测 数据 ,yi 看 作 是 坐标 基 , 则 由 (4.55) 式 可 以 看 出 ,模型 
到 (6) 就 是 修改 后 的 观测 数据 在 坐标 基 Y 上 的 投影 所 组 成 的 M HER 
H. 

为 了 说 明 在 观测 数据 服从 正 态 分 布 ,而 且 互 相间 不 相关 的 假设 
条 件 下 ,(4.55) 式 的 意义 及 其 在 反 演 中 的 作用 ,让 我 们 先 讨论 一 下 
bisp (€) G=1,2, 1, M) ER: 

(1) AOR HIE 38 BH 

因为 : 


oo co M M 
[ueno f (ane « at Erue) dé 
k=l {=1 


M co 
aati Zaf BE) gE dE + ry 








Tà; 《因为 Gr;=N7)) 


由 于 (yi,y,)=6, 是 一 组 正 交 函 数 系 ,构成 一 组 正 交 坐 标 基 。 
模型 mw($) 就 是 修改 后 的 观测 数据 向 量 B 与 这 一 正 交 坐标 基 的 线性 
组 合 。 因 此 ,模型 构 制 的 过 程 ,就 是 正 交 变换 的 过 程 。 

(2) b: 是 统计 独立 的 

在 观测 数据 服从 高 斯 分 布 , 零 平均 值 ,方差 为 o, 且 互 不 相关 的 
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情况 下 ,不 难 证 明 所 定义 的 入 RIAL RE BE ATT 
所 谓 上 是 统计 独立 的 ,就 是 它们 之 间 互 不 相关 。 即 : 
[rseae=a, 

其 证 明 方 法 和 以 上 证 明 y REREAD. 

下 面 ,我 们 来 证 明 b 的 标准 方差 (S*d) 为 入。 


M 


vuta Vote Sr 





a 
1 M 
= Z ivar[d)] 
M 
=i 57 C? Var[d, J=) 
4a 
M 
=4 ( D3=1) (4. 59) 
j=l 
故 其 标准 方差 
s ‘aal (4. 60) 
À; 


结合 (4.57) 式 和 (4. 60) 式 ， 


M 
4+S athe Tal Drd dl 
a m 


=—>—Í[d. +1] (4. 61) 


式 中 : 
d= Drid, (4. 62) 
j=l 
由 此 可 见 , 若 d; MAF 1, 则 相应 b; 的 精度 越 高 ;反之 , 若 di 越 
小 于 1,6; 的 数值 比 其 方差 还 小 ,其 计算 结果 一 定 很 不 可 靠 。 
(3) 观测 数据 拟 合 误差 x? 的 计算 
假定 
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mE = Slog, 
是 由 rr<M) 个 大 特征 值 所 构 制 出 来 的 模型 ,而 


2=| mé)g, EdE (4. 63) 
是 由 郊 (8) 重 新 计算 的 观测 数据 ,因而 有 ， 
M 
= (d;—å,)? (4. 64) 
i=] 


从 统计 学 知 ,e 是 一 个 可 用 来 判断 观测 数据 拟 合 好 坏 的 统计 
ft. 

K EDAREN M 的 随机 变量 。 当 M>5 ESM, f 
BZ 接近 观测 数据 M 时 ,从 统计 学 观点 讲 , 此 时 拟 合 最 好 ;当心 
KM 时 ,曲线 拟 合 过 黄 ,m($) 的 细节 变化 来 源 于 观测 数据 的 误差 ;x 
DM 时 ,曲线 拟 合 不 足 ,m($) 中 仅 保留 了 待 求 模型 之 轮廓 ,而 忽略 了 
从 观测 数据 中 可 以 提取 出 来 的 一些 细 节 。 综 上 所 述 ,选择 7 的 准则 是 
使 x 接近 于 观测 数据 的 个 数 M。 

如 何 计算 ? 根据 (4. 64) 式 ,有 

Ke =a- —d,)?= || d—å ||? 

Sja —å ||? 
XP d=R'd;d=R"d 是 旋转 过 后 后 的 观测 数据 和 旋转 过 后 的 重建 数 
据 。 上 式 之 所 以 成 立 是 因为 : 
l d—d || ? =(d—d,d—d) 
=(d—åÀ,RR"(d—å)) 
=(R"(d—å),R"(d—å)) 
=(d—d,d—d) 
=| d—å ||? 


M 
K=) (d,—d,)’ (4. 65) 
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由 于 我 们 仅 保 留 了 > 个 特征 值 , 故 
d=d <r) 
2 一 0 G>r) 


K= >) (d= 5 Ab? (4. 66) 

这 里 ,我 们 利用 了 (4. 62) 式 , 即 d= hb. 这 就 说 明 ,观测 数据 
的 拟 合 误差 心 ,可 以 用 未 曾 应 用 的 (M 一 ”) 个 特征 值 和 其 对 应 的 修改 
过 后 的 观测 数据 b; 之 平方 乘积 之 和 来 求 取 。 

以 上 我 们 分 析 了 利用 截断 法 减少 小 特征 值 在 反 演 中 所 造成 的 不 
BEEN WARK x 的 计算 公式 ,下 面 我 们 再 来 分 析 用 阻尼 法 时 ， 
e 的 计算 方法 。 

加 阻尼 系数 e 时 ,数据 方程 变 为 : 

(G+e'l)m=d 
或 

RAR'm-+e’m=d (4. 67) 
FAR AERA R, AB 

Am+e’m=d 
将 上 式 ( 和 矩阵 ) 展 开 , 有 








(4. 68) 


M (4. 69) 


55) 式 相似 ， Leh Eee -乘法 时 ,有 


a 





m=) vA 24.8 (4. 70) 
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而 
= a la PN 
@= 3) d,—-d)*= Dd,—a)’ (4.71) 
i=l i=} 
式 中 ， 
a=[ g C8)m(E)d8= (gE) m ()) 


„ M M 
d, -| Drigy* ma(6)d6 一 (> rigiym(6)) 
To j=1 d=) 
一 (V À pm (ê)) (4. 72) 
a, ~ M a 
d; =f Drig mede= CD rig mE)) 
"o j=1 j=1 
=(V hfsm(é)) (4. 73) 


这 里 ,我们 利用 了 (4. 58) 式 。 
同 理 ,利用 (4.71) 式 、(4.72) 和 (4. 73) 式 得 ， 
M 


e = DALM E — mE) F 
i=l 


aaa 


-Ja 


M 
= ar ey: (4.74) 
i=l 





Ate 
由 此 可 见 ,x? 是 阻尼 因子 ez 的 函数 。 在 反 演 过 程 中 ,可 以 选择 不 
同 的 所 ,通过 选 代 使 x? 接近 M. 此 时 ,认为 拟 合 最 佳 可 由 (4. 70) 式 所 
确定 的 模型 就 是 待 求 的 最 小 模型 。 
为 便于 理解 ,下 面 将 举例 说 明 连 续 介质 中 模型 的 构 制 。 
例 一 & m(x)=1.0—0. 5cos(2xz)， (0 委 z 委 1)gi(z) 一 exp 
(一 (i 一 1)z), 则 有 : 


di=| gama dz= f'e -DD .0-0. 5cos(2xz))dz 
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G=1,2,+,11) 
构成 一 组 理论 数据 .已 知 这 组 理论 数据 和 核 函数 g(x) =exp(—C— 
1)z), 完 成 连续 介质 模型 的 构 制 , 即 求 连续 介质 模型 m (zx)。 

下 面 , 分 两 种 情况 说 明 反 演 结果 : 

(1) 有 限 、 精 确 数据 .图 4.2(a) 是 有 限 个 精确 的 观测 数据 之 最 小 
模型 ;(b)~(f) 是 在 不 同 约束 条 件 下 的 最 平缓 模型 。 可 以 看 出 ,虽然 
只 有 11 个 观测 数据 ,但 只 要 限制 条 件 选择 得 当 , 最 平缓 模型 仍然 可 
以 比较 接近 真实 模型 。 


2.0 iD =: (b) 
15 
z 
1.0 1.0 
x 
0.5 o.s 
0.0 pio LIL ooLL pai sy a | 





























2.0 on a E i r 
te 
15 ] 
Bio 
Mos 
0.0 
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 
深度 


4.2 精确 数据 的 反 演 结果 
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(2) 有 限 、 非 精确 数据 。 图 4. 3 是 有 限 、 非 精确 观测 数据 之 反 演 
结果 。 其 中 ,第 一 列 为 最 小 模型 ,第 二 、 三 列 为 最 平缓 模型 。 第 一 行为 
EKM: BZ CORM B= ODM, 可 以 看 出 ,虽然 观测 数据 有 
RM 仅 为 11 ,而且 又 都 有 误差 。 但 只 要 心 近似 等 于 观测 数据 的 个 
数 M, 最 平缓 模型 还 是 接近 于 真实 模型 。 








20 20 20 
L5 Loh Ls 


re | aN 
wa 
EN 





2.0 2.0 
vst 15 
1.0 1.0 


0.5 0.5 











上- 一 一 一 0.0 0.0 
00 02 04 06 08 10 oo 02 04 06 08 10 “oo 02 04 06 08 LO 
深度 深度 


图 4.3 有 误差 数据 的 反 演 结 果 


BIZ 大 地 电磁 测 深 曲 线 的 反 演 
(1) 理 论 曲 线 。 图 4.4(a)~(d) 是 三 层 电 阻 率 模型 与 不 同 的 初始 
模型 的 反 演 结果 。 这 里 曲线 4 表示 理论 模型 ,B 表示 的 反 演 结果 .由 
于 初始 模型 不 同 , 所 需 选 代 次 数 和 剩余 误差 也 不 相同 (图 中 也 标 出 了 
选 代 次 数 和 剩余 误差 )。(e)、(f) 是 一 个 八 层 电阻 率 模型 及 用 连续 介 
质 反 演 的 结果 。 | 
从 这 里 可 以 看 出 ,虽然 是 层 状 模型 的 大 地 电磁 测 深 理论 曲线 ,用 
连续 模型 反 演 法 仍 可 找到 一 个 拟 合 观测 数据 的 模型 。 
10 
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te) 





图 4.4 MT 理论 数据 的 反 演 结果 
(a) 一 (d) 三 层 曲线 ;(e)、(f) 八 层 曲线 








(2) 实 际 曲线 。 图 4. 5 是 JDF、CAL 和 NCP 三 条 大 地 电磁 测 深 
曲线 用 连续 介质 反 演 方法 的 结果 。 反 演 时 ,初始 模型 不 同 , 结 果 也 不 
一 样 ,但 其 基本 形态 基本 一 致 ,特别 是 低 阻 层 的 位 置 基本 相同 。 











P(Z)/(Q-m) 








P(Z)/(Q-m) 








P(Z)/(Q-m) 


图 4.5 实测 MT 曲线 的 反 演 结果 


107 


§3 BG 线性 评价 (一 ) 


既然 ,线性 反 演 问题 的 解 是 非 唯一 的 ,可 能 有 无 限 多 个 .而 且 , 在 
实际 工作 中 ,不 可 能 把 所 有 能 拟 合 观 测 数据 的 模型 都 构 制 出 来 再 进 
行 筛选 。 那 么 ,我 们 要 问 ,是 不 是 用 任 一 种 反 演 方法 构 制 出 来 的 能 拟 
合 观测 数据 的 模型 就 没有 意义 了 呢 ? 不 能 作出 这 样 一 个 荒诞 的 结论 。 
在 这 一 节 中 ,我 们 就 要 回答 这 个 问题 。 

对 待 非 唯一 性 这 样 一 个 难题 ,科学 家 们 提出 了 两 种 不 同 的 战略 。 
一 是 加 紧 研 究 新 的 反 演 方法 (包括 线性 和 非 线 性 反 演 方法 ), 强 加 各 
种 不 同 的 限制 条 件 , 以 缩小 解 的 非 唯一 性 范围 ,使 解 更 逼近 待 求 的 地 
球 物理 模型 ; 另 一 种 是 从 构 制 出 来 的 模型 中 提取 所 有 能 拟 合 观 测 数 
据 的 模型 (其 中 也 包括 真实 模型 ) 的 共同 信息 。 为 了 提取 这 种 信息 , 许 
多 反 演 专 家 作 了 不 懈 的 努力 ,其 中 最 著名 的 、 最 成 功 的 要 算 Backus- 
Gilbert 的 线性 评价 理论 。 下 面 ,我 们 将 详细 讨论 这 个 问题 。 

1. 基本 理论 

观测 数据 方程 

di= (gim) (i=1,2,.",M) 

给 我 们 一 个 启示 :任何 一 个 观测 值 4; 都 可 看 成 模型 m($) 在 窗口 
&i(6) 范 围 内 的 平均 。 那 么 ,M 个 观测 数据 d, 的 平均 可 否 构 成 某 个 深 
BE & 处 的 模型 值 (E,) 92? 

为 回答 这 个 问题 ,我 们 首先 假设 可 以 求 得 一 组 系数 a (6) ,使 它 
和 核 函数 g.(6) 之 线性 组 合 可 以 构成 一 个 狄 拉克 6 函数 , 即 

M 


Sai (6g: (6) =0 (6—8, ) (4. 75) 
i=) 
然后 ,再 利用 a (60) 5 i HE KA EAA BD 
M M 
aid = J a:l) + (given) 
a a 


M 
=( J a; )g: E), ,m) 
i=) 
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= (6(E—&) m) 
=m(&) (4. 76) 

可 见 , 只 要 在 深度 6 能 确定 一 组 系数 all) (i=1,2,…,M), 使 
之 与 8i(6) 能 组 成 一 个 6(§ 一 6) 函 数 , 即 满足 (4.75), 则 ai(6o) 与 观 
测 数据 d; 之 线性 组 合 ,这 样 就 可 以 唯一 地 确定 深度 Eo 处 模型 的 值 m 
(€0)。 

然而 ,由 于 M 个 核 函数 gj (6) 的 线性 组 合 是 不 可 能 确定 具 一 个 
6(§ 一 ) 函数 ,只 能 求 得 与 6(6 一 56) 函数 近似 的 函数 ,我 们 称 之 为 平 
均 函 数 AE). 

十 分 明显 ,平均 函数 4(6o,6) 越 接近 于 中 心 位 于 人 6 的 8 函数 , 则 
C4. 76) 就 能 越 准确 地 确定 Eo 处 的 模型 值 mE), BDA: 

(m(&o)) = (A (Go €) mE) (4. 77) 

RZ AEF) BREE FO 函数 ,中 心 越 偏离 名 ,或 者 有 多 个 极 
值 存在 , 则 (m(6。)) 就 越 不 同 于 mE). 

显然 ,平均 函数 AC($,6,) 的 性 态 ,完全 取决 于 核 函 数 的 性 质 。 或 
者 说 ,取决 于 地 球 物理 问题 的 本 质 , 由 于 A(&,6,) 是 核 函 数 g;(6) (i 二 
1,2,…,M) 的 线性 组 合 , 因 此 , 核 函 数 的 性 质 不 同 , 它 随 深度 的 衰减 
特性 ,必然 会 影响 平均 函数 属性 。 在 浅 部 衰减 列 尽 的 核 函 数 ,主要 决 
定 平均 函数 的 浅 部 性 质 ; 反 之 ,衰减 缓慢 的 核 函数 则 影响 平均 函数 的 
深部 特性 。 就 两 个 数据 的 重力 问题 而 言 ,gi(z) 一 xz,gs(z) 一 xit。 显 
g(a) BEBE gt(z) 快 , 它 的 分 辩 力 比 gj(z) 高 。 它 们 线性 组 合 
的 结果 ,gz(z) 对 A($,6。) 的 浅 部 特性 影响 大 ,而 gj(x) 对 它 的 深部 特 
性 影响 大 。 由 两 个 核 函 数 uu 线性 组 合 , 无 论 如 何 是 无 法 获得 一 个 
9 函数 的 。 因 此 ,两 个 数据 重力 问题 的 平均 函数 的 特性 是 很 差 的 。 

如 果 , 我 们 把 景物 看 成 是 “模型 ", 把 照片 看 成 “观测 数据 "的话 ， 
照相 时 的 聚焦 和 光圈 就 是 “ 核 函 数 ”。 我 们 可 以 选择 不 同 的 聚焦 和 光 
疾 以 获得 某 一 距离 的 景物 ,从 而 可 以 十 分 清楚 地 从 一 系列 聚焦 良好 
的 照片 上 分 清 从 近 至 远 的 不 同 景物 ;相反 ,如 果 照 相 时 的 聚焦 和 光 图 
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选择 不 当 ,从 照片 上 也 就 不 可 能 分 辩 远 近 不 同 的 景物 .地 球 物理 问题 
和 照相 结果 完全 类 似 ,我 们 就 是 根据 在 地 表 观 测 点 上 的 一 系列 数据 
(或 者 同一 摄影 点 不 同 聚焦 的 一 系列 照片 ), 反 演 求 取 地 球 物理 模型 
(或 分 辩 不 同 景物 ) 的 。 对 浅 层 模型 或 近景 物 分 辨 力 高 ,深层 或 远景 物 
分 辩 力 低 ,是 这 种 问题 的 一 个 共同 特性 。 

如 把 (4. 77) 式 重新 改写 为 : 

mG) =] AE Edm (Ede 


TU AS HE BARE Co CE) FED mm EEP BRACE, E) A AH 
围 内 之 平均 值 。 

显然 ,这 就 是 我 们 能 从 观测 数据 中 提取 出 来 的 所 有 能 拟 合 观测 
数据 的 模型 ( 含 真实 模型 ) 所 包含 的 共同 信息 。 之 所 以 是 共同 信息 ,是 
因为 所 有 能 拟 合 观测 数据 的 模型 代入 (4.76) 以 后 , 均 可 得 到 相同 的 
平均 值 (m($,))。 

设 mx(6) 是 一 个 能 拟 合 观测 数据 d 的 模型 , 故 有 : 

di= (gm) 
将 上 式 代 人 (4. 76), 则 有 : 

M M 


Salt)d= Sai (Eo) + (gin) 
i=l i=l 


M 
= Dag m) 
=(ACE,E,) ,m) 
= (m(é€,)) (4. 78) 


十 分 清楚 ,任何 一 个 能 够 拟 合 观 测 数 据 的 模型 (当然 含 真 实地 球 
物理 模型 ) 上 式 都 是 成 立 的 。 因 此 ,《(m($。)) 是 能 从 观测 数据 中 提取 
出 来 的 唯一 信息 。 由 此 可 见 , 由 于 平均 函数 并 非 6 函数 ,妄图 从 有 限 
个 观测 数据 d; 中 提取 出 某 一 深度 名 的 模型 值 六 (如 ), 是 不 现实 的 ， 
也 是 不 可 能 的 。 能 从 中 提取 出 来 的 唯一 信息 仅仅 只 是 平均 函数 4(6， 
如 ) 窗 口 范围 内 的 模型 之 平均 值 ((Cm(6))。 这 一 点 读者 必须 十 分 清 
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楚 ! 

如 果 , 在 从 地 表 ($ 二 0) 到 足够 深 的 点 6 之 间 取 足够 多 的 深度 
点 名 (一 1,2,…，N) ,并 对 每 一 个 深度 6 计算 (mm(6)》, 则 可 以 建立 
一 个 “加 权 平均 模型 "。 然 而 ,一 般 说 来 ,这 并 不 是 一 个 可 以 接受 的 模 
型 。 这 不 仅仅 因为 , 求 取 一 个 加 权 平 均 模型 要 耗费 大 量 的 计算 时 间 ， 
很 不 经 济 , 而 且 它 并 不 能 较 好 地 拟 合 观测 数据 。 

这 里 还 应 该 指出 ， 平均 函数 


AC, a= Sa (&)g:(€) (4. 79) 
应 该 满足 以 下 性 质 ， 

(1) 是 规 一 化 的 , 即 : 

ac.eodt-1 (4. 80) 


(2) 4(6,6o) 的 峰值 应 在 6 Abo WE EY) JE DE EAR FT REFE , B AF AR E 
于 狄 拉克 O 函数 ,其 主 叶 应 该 大 , 边 叶 应 该 小 ,最 好 均 为 正 值 。 

2. 加 权 系 数 ai 和 平均 函数 ACES) HAR 

(1) 第 一 类 狄 里 希 来 准则 .。 由 于 我 们 希望 平均 函数 4(6,6o) 尽 量 
接近 86 一 名 ) ,故此 可 以 它们 的 方差 为 最 小 作为 目标 函数 , 求 取 待 求 
系数 zo, 这 就 是 第 一 类 狄 里 希 来 准则 。 它 可 以 表示 为 以 下 泛 函 形式 ， 
即 

E=| LAE, Dae Fae (4.81) 
将 (4.79) 式 代 人 上 式 , 得 : 

ef Cago- &) dé 
对 a RATH, 并 设 其 为 零 , 则 有 : 


aE 
= af I Sag ace ead 
M 


=2| 2) af saat—| aee Jgd} = 


i=1 
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所 以 有 : 
M 


i=l 


和 以 前 一 样 , 设 
Gu= (BiB) 
WA: d=GA 
式 中 
£1 (85) a, (&) 
= geo) ES azh) 
m (Êo) aulo) 
Gu Gr e Gu 
G= oa Cu ae oo 
Gm Gm o Gim 
故 
A=G"'d 


Daf ggdi=g, 6) G, j=1,2, M) 
To 


(4. 82) 


(4. 83) 


(4. 84) 


(4. 85) 


在 求 得 4 之 后 ,将 其 要 素 aM g OREM » MF K 


数 ACE, Eo), DE TM HE WK HY (rn (G,)) o 


为 了 便于 理解 平均 函数 的 作用 和 意义 ,让 我 们 分 析 一 个 简单 例 


子 。 
设 a= 0<é<1 
1 o<é<t 
g2(€)= i 
o æt 


根据 (4. 85) KA: 
Gu= [gi Og Odem 
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l 
Ga=f g Og de= | werede=-Go= 工 


z 1 
Ga=f gg Dde 


所 以 有 : 
1 
1 = 
2 
G= 
1 1 
2 2 
4 21 
2 2 
ai | I 
-$ 1 


假定 我 们 要 求 &=3/4 处 之 平均 函数 , 则 有 : 
d=[g,(&) gD] =[1 oJ" 
所 以 


ú 0 OES 
ACE, ED = > ai(6)5i(6) 一 
i 2 den 

显然 ,4(6,6o) 是 单位 模型 ,其 面积 为 1, 且 中 心 位 于 3/4 处 。 
现在 ,我 们 再 看 一 下 &=1/4 处 之 AEE). 

此 时 
4 一 [1 1 了 

故 
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因而 有 : 

~ {2 OSS 5 

AEG.) = Da, (gE) =4 
D Jo (F<é<p 

可 见 ,A($,) 也 满足 平均 函数 之 基本 条 件 。 

从 以 上 这 个 简单 例子 可 以 看 出 ,用 第 一 类 狄 里 希 来 准则 ,一 般 总 
可 以 找到 一 个 满足 要 求 的 平均 函数 AE E) ,遗憾 的 是 ,在 这 个 例子 
中 ,于 OSEKA BAS ARE ES 范围 内 ) 的 所 有 点 上 ,平均 
BA AE EO 的 形式 完全 相同 ,这 就 是 说 ,在 这 一 范围 内 ,平均 函数 
非但 不 接近 于 6 函数 ,反而 成 了 一 个 门 函 数 ,致使 反 演 结果 不 可 能 分 
辨 出 模型 细节 。 

综 上 所 述 ,第 一 类 狄 里 希 来 准则 给 出 的 结果 ,仅仅 是 平均 函数 
A(8,6) 与 5(8,6o) 之 方差 为 最 小 这 种 意义 上 的 * 最 高 分 辩 力 "。 当 然 ， 
准则 不 同 ,结果 也 不 一 样 。 

必须 注意 : 

(a) 由 于 狄 拉克 6 函数 之 平方 的 积分 (如 4. 81) 是 无 限 大 ,目标 
函数 已 是 无 界 的 ,不 能 直接 确定 。 但 庆幸 的 是 ,9 函数 的 微分 是 有 界 
的 ,在 对 E 的 极 小 化 过 程 中 ,其 导数 是 常数 .因此 ,仍然 是 可 以 求 出 
ai(€0) ,i=1,2,.,M.。 

(b) 由 于 巨 是 无 界 的 ,因此 不 能 用 来 评价 4(6,5o) 的 分 辩 力 。 但 
由 于 4(6,6o) 以 面积 为 单位 ,其 主 叶 越 高 ,宽度 就 越 窗 , 边 叶 也 必然 
越 小 ,因此 ,可 以 用 主 叶 峰 值 的 倒数 , 即 


pe | 
WE) =A) (4. 86) 
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来 评价 分 辨 力 的 高 低 。 
Co) 实践 证 明 , 按 第 一 类 狄 里 希 来 准则 求 出 的 平均 函数 之 边 叶 ， 

有 正 有 负 ., 由 于 负 值 的 出 现 ,使 其 在 (mm(6))- 一 一 即 名 处 平均 函数 

4(6,6o) 窗 口 范围 内 ,模型 内 (#) 之 平均 值 的 解释 困难 增 大 了 。 尽 管 

4m(&,)) 是 唯一 的 信息 ,解释 人 员 仍 然 难 以 获得 模型 mO TE £ 附近 

的 确切 值 。 因 此 ,从 某 种 意义 讲 , 这 种 具有 负 边 叶 的 平均 函数 还 不 如 

图 4.6 所 示 的 平均 函数 ,其 主 叶 虽 较 宽 , 但 边 叶 无 负 值 出 现 。 在 实际 

工作 中 ,人 们 宁肯 应 用 后 者 而 不 是 应 用 具有 负 边 叶 的 平均 函数 。 
(2) 第 二 类 狄 里 希 来 准则 。 为 

了 克服 用 第 一 类 狄 里 希 来 准则 求 取 

平均 函数 A(&,6,) 存 在 的 不 足 ,我 

们 拟 采 用 Heaviside PRR BM. TH | 4 和 "0) 

不 再 是 用 6 函数 来 构筑 目标 函数 。 
在 5 处 , 阶 脾 函 数 的 定义 是 : 
HEE) = |u du 

(4. 87) 
大 家 知道 , 核 函 数 的 线性 组 合 

可 以 下 过 6 函数 。 因 此 ,用 核 函数 的 È : 

不 定 积分 的 线性 组 合 ,也 可 以 逼近 

MEREM AEE), B 


u e 
AEE) = Dad] gdu 4. 88) 
i=l o 





图 4.6 平均 函数 AEE MBR 


设 
E : 
w= gi(u)du (4. 89) 
则 
a 
AE) = J aE ul) (4. 90) 
i=l 
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êE, E) = Sla EDg E) (4. 91) 
现在 ,我 们 用 AEEA HEE 2 OER ER R BD 
E=| [AEE HEE) dE 
并 极 小 之 ,将 (4.90) 代 入 上 式 , 则 有 ， 
e=[ { Datu He KG 


r 


iz M $. 
=>) Datat u,(€)u,(6)dé— 
im} j ro 


j=1 
M la 
2 ai(6) 人 wd6+C 一 人) (4. 92) 


1 


令 
Gi= (u(€),u,(€)) 


r 4.93) 
b(E)=2f uw (Ede ‘ 
> 


则 (4. 92) 式 可 化 为 : 
E=A'GA— AT™B+ (r—é,) 

KP A 如 (4. 84) 式 所 示 ;B 的 要 素 如 (4. 93) 式 所 示 。 
根据 最 优化 原理 , 求 E 相对 于 A 的 偏 导数 ,并 设 其 为 零 , 则 得 : 
GA=B (4. 94) 

或 
A=G-'B (4. 95) 
求 出 向 量 A 之 后 ,不 难 根据 (4.79) 式 和 (4. 76) 式 求 出 平均 函数 

AC§,6,) 和 处 模型 之 平均 值 (m(&,))。 
现在 讨论 (m(6o) ) 之 分 辨 力 。 如 果 定 义 分 辩 宽 度 为 : 


w[3]=12| (Ae) -He-6) ae (4. 96) 


BR WSR) vA ACES RH 五 (6 一 6), 即 分 辩 力 越 
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高 ;反之 , 则 分 辨 力 越 低 。 为 什么 取 12 呢 ? 下 面 将 作 进一步 说 明 。 
假定 函数 ( 它 是 6 函数 的 近似 函数 ) 为 一 个 中 心 在 6 处 之 方 
波 ,其 宽度 为 高 度 的 倒数 , 且 面 积 为 1, 如 图 4.7 所 示 , 此 时 ， 


1 a 
È iele 
nesl" mels? 


0 其 他 
将 上 式 代入 (4. 96) ,得 : EE, EoD 
W[5]=a 
正好 和 脉冲 的 宽度 a 相等 。 如 果 取 
(4. 96) 式 中 的 系数 为 1, 而 不 是 12， i, 
W WS] =a/12, 5 ER hk "h H A 4 


度 相差 一 个 比例 因子 1/12。 
应 特别 提出 的 是 ,和 第 一 类 狄 
里 希 来 准则 类 似 , 按 第 二 类 狄 里 希 me 
来 准则 求 得 的 平均 值 (m($。)), 也 
是 求 在 最 小 方差 意义 上 的 解 , 由 于 
目标 函数 不 同 了 ,所 以 结果 也 会 发 生变 化 。 要 知道 (m(&。)) 在 多 大 程 
度 上 反映 6 处 m(§) 的 值 ,还 必须 知道 平均 函数 A(&,6,) 的 形态 ( 包 
括 其 极 值 和 宽度 )、 分 辨 力 的 宽度 WE] RAA mE), AE, E) 
和 W[ 引 ], 才 有 可 能 给 (m(6。)) 接 近 m( 和 ) 的 程度 作出 明确 的 回答 。 
OBG 展 伸 准 则 。 为 了 改善 平均 函数 的 形态 ,提高 分 辨 力 ,不同 
的 学 者 提出 了 各 种 不 同 的 准则 ,其 中 最 常用 的 要 算 Backus,G.E 和 
Gilbert, F 提出 的 BG 展 伸 (spread) 准 则 了 。 
BG 展 伸 准 则 抛 开 了 6 函数 或 阶 联 函数 的 形态 ,考虑 的 是 平均 
BRAC CHE HMR. ARRA: 


E=12| @—-€)*AG,4)*dE=W18] (i. 97) 


图 4.7 $08 一 6) 的 一 种 近似 
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并 在 A(§,&,) 的 规 一 化 条 件 
[| ac.torde=1 (4. 98) 


的 约束 之 下 求 目 标 函 数 (4. 97) 式 之 极 小 。 在 (4. INRP, EE) K 
BRE FEAL BR. 4 (6—6 )—0 时 , 权 很 小 ; 当 远离 6 时 , 权 很 大 。 然 
而 ,我 们 欲求 的 是 目标 函数 E 之 极 小 ,其 结果 必然 是 突出 了 6 一 人 处 
之 平均 函数 值 , 使 A(§,6。) 更 接近 于 OCE—F.) BR. 

根据 条 件 极 值 原理 ,可 引入 拉 格 朗 日 算 符 ,将 (4. 97) 式 的 条 件 极 
值 问题 ,化 为 无 条 件 极 值 问题 。 即 求 泛 函 


r pr 
z=12| EEDA, E) d+ a-f Dag EdE] 
"o To i=l 
(4. 99) 


的 无 条 件 极 值 问题 。 式 中 :4 为 拉 格 朗 日 算 符 。 
若 将 (4. 99) 写 成 


M M M 
E= >) > Su(toa(6oa(6) 十 [1 一 > ae ] a. 100) 
iml 


imi j=l 


这 里 ,我 们 利用 了 (4. 79) 式 和 (4. 89) 式 。 若 设 


Sue)=12] (6~6,)¢g, Eg; EdE (4. 101) 
并 将 (4. 100) 写 成 矩阵 WA 
E=A"SA+A(1—A"U] (4. 102) 
AF: 
Su(€o) Sao) e SiC) 
ga [SHE Sad ~ Sw tien 
SmE) SmE) we Sulo) 
uy 
v=|" (4. 104) 
um. 
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设 


SF =sa—w=0 


则 得 
A=AS"'U (4. 105) 
又 因 
ATU=1 (4. 106) 
所 以 
W'S-WVU=1 
故 
A= (UTS-71U)-! (4. 107) 
将 (4.107) 式 代 人 (4.105) 式 ,得 : 
A=WU"S U) SU (4. 108) 
再 将 (4. 108) RAR A (4. 76) 式 和 (4.79) 式 ,得 ; 
(m(&)) =A™d=U'S-'(UTS'U) -qd (4. 109) 
和 
4(6,6) 一 478 一 0TS-1GUTS-IUD)-18 (4. 110) 
AP: 
gı 
82 
8 一 : 


由 (4. 108) 式 可 以 看 出 ,由 于 4 只 和 核 函 数 有 关 , 所 以 平均 函数 
4(6, 人 o) 必 然 只 决定 于 核 函 数 。 而 (m(6)) 不 仅 与 核 函 数 有 关 , 而 且 
还 与 观测 数据 d 有 关 。 从 (4. 109) 式 可 知 , 凡 是 拟 合 观 测 数据 的 模型 ， 
都 具有 相同 的 平均 值 (m (6o) ) 。 

t $. 
CL) 按 (4. 97) 式 计算 的 已, 可 以 近似 地 表示 平均 函数 的 分 辨 宽 
119 


度 。 当 平均 函数 A($,6,) 集 中 在 附近 时 ,其 值 与 平均 函数 的 分 辨 宽 
度 重合 很 好 。 记 S(&,A)==E, 则 S(&,,AA) 的 大 小 和 分 辨 力 成 反比 。 
而 S(6。,4) 越 小 , 则 分 辨 力 越 高。 

(2) 由 BG 展 伸 准则 求 出 的 平均 函数 的 宽度 ,一 般 比 狄 里 希 来 
准则 求 出 的 平均 函数 的 要 宽 ,但 其 边 叶 要 小 ,不 存在 负 值 , 则 相应 的 
《m(6,)) 的 方差 较 小 。 由 于 平均 函数 的 边 叶 不 出 现 负 值 ,因而 给 
Cm (Eo) > 的 解释 带 来 了 方便 。 

(3) 基于 BG 展 伸 准则 工作 时 ,由 于 每 一 个 的 加 权 系数 都 不 
相同 ,从 而 大 大 增加 了 计算 内 积 矩 阵 (4. 101) 式 和 解 方程 (4.108) 式 
之 工作 量 , 从 而 增加 了 计算 成 本 。 

(4) 定 义 巨 时 ,应 加 一 系数 12。 

如 取 ACE, ED A EGTE E 处 之 单位 矩形 脉冲 ,如 图 4.8 所 示 。 即 





ACE, Eo) 





和 -于 Č% ath g 


将 上 述 定义 代 和 人 (4. 97) 式 得 : 
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E =S(&,A) 
=12f -8A Eea 


L 
=12/? LT AlI Ê)? dr 
= 


1/2 
s12- de. h| =L 


=L/2 
由 此 可 见 , 在 这 种 条 件 下 ,S(6o,4) 恰 好 等 于 矩形 的 宽度 。 在 实 
践 中 ,S(6o,4) 可 作为 平均 函数 4(6,6o) 半 极 值 之 宽度 , 即 作为 分 状 
力 的 量度 。 
综 上 面 所 述 ,BG 线 性 评价 的 信息 包括 在 三 个 量 中 ， 即 平均 值 
《mm 名 )》 平 均 函 数 ACE,6。) 和 分 辨 力 S(&,，,A)。 只 有 综合 分 析 以 上 
三 种 信息 才 可 能 取得 关于 E 处 地 球 物理 模型 的 真正 信息 。 


$4 BG 线性 评价 (二 ) 


在 上 一 节 中 ,讨论 了 在 观测 数据 为 有 限 、 精 确 的 情况 下 ,BG 的 
线性 评价 问题 。 可 以 看 出 ,虽然 反 演 问题 的 解 是 非 唯一 的 ,但 在 窗口 
4, 各 ) 范 围 内 ,模型 m($) 之 平均 值 (m(&,)) 却 是 唯一 的 ,这 就 表明 ， 
不 管用 什么 方法 求 出 来 的 解 ,只 要 能 拟 合 观测 数据 ,都 具有 相同 的 平 
均值 ( 即 模型 与 平均 函数 的 内 积 ) 。 

然而 ,实际 观测 数据 都 具有 误差 。 在 有 误差 的 观测 数据 时 , 如何 
进行 线性 评价 ? 前 一 节 中 所 讨论 的 BG 线性 评价 理论 是 否 仍然 适用 ? 
现在 ,我 们 将 来 回答 这 个 问题 。 

设 

d=d'+64. (=1,2,.,M) (4. 111) 
RP: ddd 分 别 为 第 i 个 观测 数据 和 方差 ;而 di 是 第 i 个 数据 的 真 
值 。 

利用 (4.78) 式 ,讨论 具有 误差 的 名 处 的 模型 之 平均 值 , 则 有 : 
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M 
(mE) = > atd, 
i M 
= J aédi + Sai(é,d6d, 
im? i=l 
#5 (m (Eo) ) 记 为 : 


(m(&o)) = (mn (Eo)? + (dm CE) > (4. 112) 
式 中 :《m(&。)) 是 平均 值 之 真 值 ; mE) E 6 处 平均 值 之 误差 。 


为 了 定量 估计 观测 数据 的 误差 6.(i 二 1,2,…,M) 对 反 演 结果 
和 评价 结果 的 影响 ,必须 了 解 观测 数据 误差 所 遵循 的 规律 。 这 里 ,不 
妨 假定 观测 数据 误差 682 (一 1,2,…,M) 服 从 高 斯 分 布 、 零 平均 值 且 
方差 为 (一 1,2,…,AM) 的 统计 特性 ,并 设 : 


E[L6d,]=0 
为 数学 期 望 ,而 
E,;=cov[6d, 6d, ] (4. 113) 
为 协 方差 矩阵 。 
假定 Od, 是 独立 的 , 则 有 : 
oo (i=j) 
E=] (4. 114) 
0 Gj) 
由 (4. DRA: 


ECE) ]=EL(m()) J+EL(om(&))] 
M 
= (m )) + D a OEL] 
i=l 


=(m(&)) 
也 就 是 说 ,虽然 观测 值 有 误差 ,但 只 要 满足 高 斯 分 布 、 零 平均 值 
的 统计 特性 ,此 时 EL (mi CE) 3-5 FA (om (E0.) > 完全 一 样 。 
而 (去 (6) ) 的 方差 为 : 
Var[(m(€)) ]=Var[ (dm (&)) J 
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=Va La, (&)8d,] 


M 
De (60), (6) Ey; 


或 
Ve d= Sat (&)0? (4. 115) 


由 此 可 见 ， 在 所 处 模型 的 平均 值 (m(6o) ) 之 方差 Vz(6) ,不 仅 与 
观测 数据 的 方差 of 有 关 , 而 且 与 待定 系数 al) (i=1,2,… MÄ 
关 。 因 此 ,在 选择 计算 w(6o) 的 方法 时 , 既 要 考虑 分 辨 力 SA), th 
应 考虑 方差 VC6o) ,以 避免 分 辩 力 很 高 但 方差 也 很 大 的 现象 出 现 。 

当 观测 数据 有 误差 时 ,从 统计 观点 看 ,分 辨 力 和 方差 是 矛盾 的 。 
分 辨 力 高 ( 即 SC6o,4) 小 ), 方 差 大 ;分 辩 力 低 ,方差 小 。 结 论 是 ,必须 
在 方差 V*(6,) 和 分 辨 力 5( 人 64) 之 间 取 折衷 ,并 以 此 作为 求 取 待定 系 
数 ai( 和 名) 之 准则 。 待 a;(&,) 求 出 之 后 ,再 按 (4.115) 式 和 (4. 97) 式 计算 
V2(6) 和 SC(&。,A) 以 及 模型 在 &。 处 之 平均 值 (m(6o) ) 。 

1. 折衷 准则 

在 观测 数据 有 误差 的 情况 下 ,对 反 演 问题 提出 既 要 分 辨 力 高 ,又 
要 方差 小 的 要 求 是 不 现实 的 ,也 是 不 可 能 的 。 

考虑 

E= W[d]cos+V?(6,)sing (4.116) 
式 中 :EE 为 目标 函数 ;0 为 折衷 参数 ;cos0、 sin9 分 别 表示 对 分 辨 力 
W[ 休 和 方差 V*(&。) 的 加 权 因子 (加 权 因子 满足 sin:9 十 cos?9 二 1)。 当 
O 加 大 时 ,方差 对 目标 函数 的 贡献 加 大 ， BD E RBH (mm (6,) WE 


减 小 ,精度 提高 ,但 分 辩 力 降低 ,因此 , 当 0 二 六 时 ,(m()) 的 精度 最 


高 ,分 辨 力 最 低 ; 相 反 ,0 减 小 时 , 解 的 分 辩 力 提高 ,方差 增 大 ,精度 降 
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低 。 当 0=0 时 ,分 辨 力 最 高 ,方差 也 最 大 。 

现在 ,我 们 讨论 如 何 实现 BG 线性 评价 。 

将 (4.97) 式 和 (4. NDAP WEJM VED RAG. HOR, 
并 取 wm 一 1, 即 设 观测 数据 都 为 单位 方差 , 则 得 目标 函数 。 

E=A'SAcos0+ A" Asin (4. 117) 
HE 

ATU=1 
条 件 限制 之 下 , 求 (4.117) 式 之 极 小 。 和 以 前 一 样 ,这 种 条 件 极 值 问 
题 ,可 以 引入 拉 格 朗 日 算 符 4 化 为 无 条 件 极 值 问 题 ,此 时 ,4. 117) 式 
变 为 : 

E=A"SAcos0+ A"Asinĝ—àA"U (4. 118) 
RE MMT AT 之 导数 ,并 设 

E 

əA" 
则 得 

AU =SAcosé+ Asind (4.119) 


0 


设 

S=O0A0" 
式 中 :A 为 对 称 矩 阵 S 之 特征 值 组 成 的 对 角 线 矩阵 ;O 为 5 之 特征 向 
量 组 成 的 特征 向 量 和 矩阵。 

BU x RRA x 按 OF 转轴 后 之 转轴 向 量 , 则 

A=0O'A, U=0"U (4. 120) 
对 (4. 119) 式 作 简 单 运算 后 ,可 写 为 : 

人 汉王 人 4cosb 十 4sin0 一 cosO 人 4 十 sin04 


因而 有 : 

A=X(cos0* A+sind + D'U (4.121) 
又 因 

A'U=A'00'U = AU =U" A=1 (4. 122) 
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并 将 (4. 121) 式 代入 (4. 122), 
AU" (cosĝA +sinð + D) 'U=1 
故 得 : 
AM= (U" (cosO + A+singDU)-! (4. 123) 
将 (4.123) 代 和 人 (4. 121) 得 4。 求 得 4 后 ,就 不 难 求 展 伸 系 数 
SE ARE VE), 


S(&,A)=ATAA (4. 124) 
V?) =A"A (4. 125) 
而 平均 值 
nE) = | ACE.) (Ede 
M 
= Ja (ê) =A" =A] (4. 126) 
i=l 
其 中 
d=0"ù (4. 127) 


从 (4. 124) 式 一 (4, 127) 式 可 以 看 出 ,由 于 4 或 4 与 折衷 参数 0 
有 关 , 所 以 SC ,4),V?(6o) 以 及 (mm(5)) 都 随 0 而 变化 。 当 9=0 时 ， 


3 Co,4 7) 最小, 分辩 力 最 高 ,但 方差 最 大 ; 当 0 二 记 时 ,此 时 分 辩 力 最 
低 ,方差 最 小 。 计算 时 ,必须 根据 观测 数据 方差 的 大 小 ,选择 最 佳 的 0 
值 ,以 使 方差 了 (6o) 和 分 辨 力 SC6o,4) 合 符 要 求 。 

2. 折衷 曲线 

如 上 所 述 ,为 了 求 得 模型 m《&) 在 E 处 的 平均 值 (m (6) ,必须 
选择 不 同 的 折衷 参数 OILD EEF 0 之 如 下 参数 ， 

(DH VIE); 

(2) 展 伸 系 数 S,(6,4)( 对 第 一 、 第 二 类 狄 里 希 来 准则 而 言 ,为 
WL MARE. 

然后 ,根据 不 同 4 计算 的 Y?C6) 和 Si(&。,4) 画 出 一 条 曲线 , 即 
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折衷 曲线 ,如 图 4.9 所 示 。 再 根据 折衷 曲 线 选 择 最 佳 的 折衷 参 数 0， 
计算 最 佳 的 w(6) 及 相应 的 平均 函数 A;($,56) 和 平均 值 (mi($。)) ,并 
以 此 作为 ĉo 处 反 演 结果 之 最 后 取 值 。 


Vig) 


sat 


Vin So) 





Smin (Sq 4) Smax(o A) SG,4) 


图 4.9 折衷 曲 线 的 形态 


之 后 ,计算 另 一 Eo 处 之 折衷 曲线 和 平均 函数 A(§,6。) 和 平均 值 
(m(é,))。 

同一 反 演 问 题 不 同 $ 处 所 需 的 最 佳 折衷 参数 和 绘 出 的 折衷 曲 
线 不 可 能 完全 相同 。 一 般 说 来 ,$, 小 时 ( 浅 处 ) 折 衷 曲线 随 折衷 参数 
变化 明显 ,最 佳 折衷 参 数 易于 确定 ,如 图 4.10 中 4 所 示 ; 随 着 深度 
的 加 大 ,折衷 曲 线 趋 于 平缓 ,最 佳 折衷 参数 难 予 确定 ,如 图 4.10 中 CC 
所 示 。 

值得 提出 的 是 ,不 同 地球 物 理 反 演 问题 ,折衷 曲线 的 形态 也 不 相 
同 。 分 辩 力 高 的 地 球 物 理 方法 折衷 曲线 变化 明显 , 距 原点 较 近 ; 相 反 ， 
分 辩 力 低 的 地 球 物理 勘探 方法 的 折衷 曲线 比较 平缓 , 距 原点 较 远 。 

折衷 曲 线 的 形态 完全 取决 于 核 函数 的 性 质 ,取决 于 地 球 物 理 问 
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图 4.10 FR th RA 

题 的 物理 本 质 。 一 般 说 来 , 波 场 勘探 ,折衷 曲线 较 佳 ,呈现 出 A,B; 
而 位 场 勘探 ,折衷 曲线 较 差 , 为 B.C 类 。 

当然 ,折衷 曲线 还 和 观测 数据 的 方差 有 关 , 方 差 越 大 , 折 圳 曲线 
越 趋 于 平缓 。 

除了 上 面 一 些 原因 外 ,折衷 曲线 还 和 观测 资料 的 多 少 有 关 。 M 
增加 ,分 辨 力 应 该 提高 ,相应 折衷 曲线 向 原点 移动 ,如 图 4.11 所 示 。 
当然 ,不 是 M 越 大 ,效果 越 佳 。 事 实说 明 , 对 一 定 地 球 物理 问题 而 言 ， 
M 增 大 到 一 定 程度 后 ,对 分 辩 力 就 不 再 起 明显 的 作用 。 况且 ,M 加 
大 ,野外 采集 工作 量 增加 ,成 本 提高 。 因此 ,在 实际 工作 中 ,不 能 一 味 
增加 观测 数据 的 点 数 AM ,必须 结合 分 辩 力 ,地 质 任务 、 成 本 等 诸多 因 
素 进行 综合 考虑 。 实际 上 ,在 一 个 地 区 施工 之 前 ,就 应 该 在 一 定 假设 
前 提 下 , 绘 出 不 同 M 的 折衷 曲线 ,以 确定 最 佳 观测 值 的 个 数 ,此 即 实 
验 设计 。 

既然 ,在 求 取 (mm(6)) 的 同时 ,还 得 到 了 估计 名 处 模型 平均 值 
《m($)) 之 方差 和 分 辩 宽 度 这 些 反映 解 的 质量 之 重要 参数 。 因此 ,在 
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Mi>M2>M3 





So, A) 


图 4.11 折 囊 曲线 随 M 的 变化 

表示 《m($,)) 时 ,最 好 把 它们 也 同时 表示 出 来 。 如 图 4. 12 AR ER 
表示 方差 ,水 平 线 表示 分 辨 宽度 ,其 交点 之 坐标 就 是 lm(&o))。 看 了 
图 4. 12, 对 反 演 的 结果 及 其 质量 评价 就 一 目 了 然 了 。 

3. 所 谓 的 平均 模型 

在 BG 线性 评价 理论 中 已 经 证 明 ,(m($,)) 是 从 观测 数据 中 可 以 
提取 出 来 的 地 球 模 型 之 唯一 信息 。 试 问 ,不 同名 的 平均 值 (m(§,)) 所 
构成 的 “平均 模型 ”是否 可 作为 我 们 反 演 构 制 的 地 球 物理 模型 ? 是 否 
能 拟 合 观测 数据 呢 ? 回答 一 般 是 否定 的 ,因为 ,可 以 证 明 , 除 了 : 

(1) 折 衷 参数 0 一 0; 

〈2) 没 有 平均 函数 为 单位 模 这 一 限制 条 件 的 第 一 狄 里 希 来 准则 
外 ,其 他 任何 准则 所 计算 的 “平均 模型 "都 不 可 能 重建 观测 数据 或 拟 
合 观测 数据 。 

为 说 明 以 上 结论 ,让 我 们 研究 满足 以 上 两 个 条 件 的 第 一 类 狄 里 
希 来 问题 。 此 时 ,目标 函数 为 : 
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<m(é)> 


图 4.12 (m(&)) ARE 
E=| CAE, Fae 
将 (4.79) 式 代 人 上 式 , 则 有 ， 
E=| CSa Ede 2ce ed ya 


如 采用 (4. 84) 式 、(4. 85) 式 的 符号 ,可 得 : 
A=G-'d 
H 


(mE) = Se, (od; 
现在 ， 将 (m(&)) 作 为 模型 代 人 数据 方程 ， 即 有 : 
a, =| me geat 


y M 
-| Majd,» gcé)de 
mo j=1 


(4. 128) 
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r M M 
-| STG) pas desde 


fo j=l t=1 


Les r 
=Y DacG6 ,| Og OaE 
m ra 
=> YG dG 
j=1 k=} 
=J dð; 


可 见 , 只 要 折衷 参数 0=0, 则 (4.116) 式 在 第 一 类 狄 里 希 来 准则 
下 ,就 简化 为 (4.128) 式 。 当 只 有 极 小 (4.128) 式 时 ,没有 其 他 任何 限 
制 条 件 , 才 会 满足 上 述 两 个 条 件 。 以 上 证 明 表示 ,这样 得 到 的 “平均 模 
型 ”就 完全 拟 合 观测 数据 (事实 上 ,这 时 的 “平均 模型 ”就 是 最 小 模 
型 )。 除 此 以 外 ,在 其 他 任何 准则 下 ,所 获得 的 “平均 模型 "都 不 拟 合 观 
测 数 据 , 故 不 能 作为 可 接受 的 模型 。 

从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ,BG 线性 反 演 理论 中 的 模型 构 制 和 评 
价 ,是 既 有 联系 ,又 不 相同 的 两 个 独立 的 问题 。 它 们 的 任务 和 在 反 演 
理论 中 的 作用 也 不 相同 。 前 者 是 在 一 定 限 制 条 件 下 ,寻找 一 个 解释 人 
员 认为 可 以 接受 的 .最 优 的 解 。 这 种 最 优 是 有 限制 条 件 的 ,并 不 一 定 
是 在 接近 真实 地 球 物理 模型 意义 上 的 最 优 。 换 言 之 ,不 同 的 标准 ,不 
同 的 限制 条 件 以 及 不 同 的 模型 构 制 方法 都 可 能 得 到 不 同 的 最 优 解 ， 
反 演 问题 的 解 无 论 如 何 是 非 唯一 的 ,而 BG 的 线性 评价 ,就 是 在 承认 
解 是 非 唯一 的 前 提 下 ,和 欲 从 任何 一 个 与 真实 地 球 物 理 模型 线性 接近 
的 .能 拟 合 观测 数据 的 模型 中 ,提取 它 与 真实 地 球 物理 模型 之 间 存 在 
的 共同 的 ,也 即 从 观测 数据 中 所 能 提取 出 来 的 唯一 信息 。 也 就 是 对 构 
制 的 模型 进行 评价 .可 见 , 模 型 构 制 和 评价 是 反 演 过 程 中 的 两 个 不 同 
阶段 ,各 自 具有 不 同 的 任务 和 作用 。 前 者 是 后 者 的 基础 和 前 提 , 后 者 
是 前 者 的 继续 和 深化 。 两 者 互相 联系 , 缺 一 不 可 ;两 者 相 结合 才 构 成 
反 演 问题 的 整体 。 那 种 以 为 构 制 出 一 种 模型 就 完成 了 反 演 问题 的 全 
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部 任务 ,就 万 事 大 吉 了 ,显然 是 不 正确 的 。 

4. 实例 

图 4.13 是 本 章 8 2“ 例 一 ”的 评价 结果 。 图 中 a 是 x 二 0.05， 
0.25,0.5 三 个 深度 处 的 平均 曲线 ;b 一 d 分 别 是 相应 深度 之 平均 曲 
线 ,其 中 ,曲线 1,2,3 分 别 表示 平均 曲线 的 方差 为 0. 01,0. 05,0. 1 。 








0 
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 











深度 
4 4 
(d) 
z z 
2 2 1 
0 SS) 0 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
深度 深度 


图 4.13 理论 数据 的 折衷 曲 线 和 平均 函数 


a 说 明 ,z 越 小 ,折衷 曲线 越 靠 近 原点 ,折衷 曲线 变化 越剧 烈 ， 
牺牲 一 点 分 辩 力 可 换 来 方差 的 大 幅度 降低 。 随 着 z 的 加 大 ,折衷 曲 
线 越 来 越 平缓 ,最 佳 折衷 参数 越 难 确定 ;从 图 b 可 以 看 出 ,不 管 是 方 
Æ% 0. 01,0. 05 还 是 0. 1 ,平均 函数 的 极 值 都 集中 在 0. 05 附近 ,分 
FD ABA. 4 z 一 0. 25 时 ,平均 函数 (图 c) 的 极 值 只 有 当 m 一 0.01 
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时 , 才 集中 在 zx 一 0. 25 处 , 当 oo 一 0.05,0.1 时 , 极 值 点 均 向 小 工 方向 
移动 , 且 平 均 函 数 的 半 极 值 宽度 都 超过 0.25。 此 时 之 分 辨 力 是 相当 
低 的 。 当 z=0. 05 的 图 c 时 ,平均 函数 的 性 质变 得 更 为 恶劣 ,分 辨 力 
更 低 。 因 此 ,在 这 样 一 些 平均 函数 范围 内 ,虽然 (mm(z)) 是 唯一 的 ,但 
这 种 唯一 性 对 提取 真实 地 球 物理 模型 的 信息 而 言 , 不 会 具有 更 多 的 
价值 。 

平均 函数 的 分 辨 力 , 完 全 由 核 函数 的 性 质 所 决定 的 .就 是 同一 个 
地 球 物理 问题 ,采集 方式 不 同 ,平均 函数 的 性 质 也 不 尽 相同 。 一 般 说 
来 ,基于 波 场 勘探 的 地 球 物理 问题 , 比 基 于 位 场 勘探 的 问题 分 辨 力 要 
高 ,而 且 深 度 越 大 ,平均 函数 的 分 辨 力 越 低 ,这 是 不 以 人 们 意志 为 转 
移 的 客观 规律 。 

图 4.14 是 标准 方差 分 别 为 0.01,0.05,0.1 和 0.5 时 ,上 述 例子 











4.14 ”理论 数据 的 (m《(z))-z 曲线 
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之 平均 模型 , 即 (mm(z))-z 曲线 。 从 图 中 的 四 条 曲线 可 以 看 出 ,它们 
和 真实 模型 (图 4. 2) 均 相距 其 远 。 以 这 种 平均 模型 作为 模型 无 论 如 
何 也 不 可 能 拟 合 观 测 数 据 的 。 


§5 BG 反 演 理论 在 反 裙 积 中 的 应 用 


裙 积 和 反 裙 积 是 在 线性 系统 中 经 常 遇 到 的 问题 ,在 地 球 物理 学 
中 具有 重要 意义 。 计 算 反 初 积 的 方法 很 多 ,这 里 我 们 研究 一 下 把 反 初 
积 看 成 反 演 问 题 ,利用 BG 反 演 理论 作 反 初 积 的 途径 ,方法 和 问题 。 

设 W() 代 表 线性 系统 的 响应 函数 ,比如 说 地 震 子 波 ;m(t) 代 表 
地 球 物理 模型 ,比如 说 地 震波 的 反射 函数 ; 则 z(:) 代 表 系 统 的 输出 ， 
比如 说 地 震 记录 ,在 无 噪声 的 情况 下 ,有 

x(t)=m(t) * w(t) 

=f mawa odt (4. 129) 

式 中 : RRA R C024) m(t) 的 定义 域 。 
WA: 


zj=zr(t;) =| mw Ddr 
0 


=f mog, odr (4.130) 


式 中 :g(r) 二 w(tj 一 7) 是 第 j 个 观测 数据 zi 所 对 应 的 子 波 。 在 反 演 

理论 中 , 常 将 g,(r) 称 为 核 函 数 ;m(r) 称 为 模型 ;把 r, 称 为 观测 数据 。 
如 果 核 函数 gj Cr) 是 一 个 5 函数 ,观测 数据 ri 就 是 ;处 模型 

zz) 之 值 。 否 则 ,z, 将 是 模型 m(1) 在 窗口 g,(r) 范 围 内 的 加 权 平 均 。 
根据 BG 线性 评价 理论 ,在 to 处 模型 的 平均 值 应 是 


M 
(m(to)) = > ai(to)zi 
j=l 


=f mW) cestode (4. 131) 
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AQ, w= De Dg) (4. 132) 


KPA, 1) ROW EY a8 ML ;q(to) 是 一 组 待定 系数 ;(m(to)) 是 我 们 
可 以 从 观测 数据 中 获得 的 模型 在 to 处 的 唯一 信息 。 

正如 前 面 所 指出 的 ,由 有 限 个 函数 g,(1) 的 线性 组 合 ,是 不 可 能 
构成 一 个 6(1,to) 函 数 ,只 能 是 尽 可 能 地 逼近 。 由 “逼近 ”的 准则 不 同 ， 
则 平均 函数 ACL ,to。) 就 不 一 样 。 如 用 第 一 类 狄 里 希 来 准则 , 则 极 小 应 
为 

E(to) =f" [A(t,t,) —O(t—ty) Jd (4. 133) 


值得 注意 的 是 ,在 地 震 勘 探 中 ,可 以 近似 地 认为 子 波 w(t) 不 随 
时 间 传 播 而 变化 。 因此 ,任何 时 刻 ;的 子 波 都 是 完全 相同 的 。 这 就 给 
BG 反 演 带 来 了 极 大 的 方便 。 比 如 ,在 极 小 天 (to) 时 ,就 没有 必要 加 以 
下 限制 条 件 , 即 


[tac ,to)dt 一 1 
o 


显然 ,这 种 限制 条 件 在 某 些 情况 下 是 十 分 重要 的 。 
E(to) 之 极 小 值 , 不 难 理解 是 A G ,to) 接 近 6(t 一 to) 程 度 的 一 种 量 


度 。 故 也 称 


aoe he 
SAG) (1 


为 分 辨 力 。 
在 观测 数据 zi 具有 误差 时 ,情况 就 不 同 了 。 假设 zx; 之 误差 为 n， 
(2 , 且 服 从 均值 为 零 ,方差 为 ww 的 高 斯 分 布 。 则 (mm(b) 之 方差 为 


VC) = Varl onto) ]= © È aE; (4. 135) 
式 中 ， 
E,;=cov[n(t,)n(t,) ] 
是 观测 数据 协 方差 矩阵 EZEK. 
如 前 所 述 ,我 们 必须 在 方差 和 分 辩 力 之 间 取 折衷 ,使 目标 函数 变 
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为 : 
E(t.) =E(t.)cosO-+V*(t,)sin8 (4. 136) 


这 里 ORHRSK, A OIE. 
将 (4. 133) 3K (4. 135) 式 代入 (4.136) 式 并 利用 (4. 132) 式 求解 。 





设 
aE (ty) _ 
aA 
简化 后 ,得 : 
cosO[ATG—r]+sing + ATE=0 (4. 137) 
式 中 : 
fa, (to) fri] 
i= az (to) 7 ee rz 
Lay (to) ru J 
而 
n=f gd (k=1,2,°",M) 
[Gu Giz eia Gis | 
G= Sa Cu $98 Cau 
[Gu Gu rer Gua] 
同样 : 
Ga=f gg G=1,2,, M) 
En En : Ew] 





E= a Ea ah Ea 


Em Em Raed Euu) 
这 里 已 是 协 方差 矩阵 。 现 在 我 们 讨论 (4. 137) 式 的 解法 ， 
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$ G=OAOT, 定 义 转轴 后 的 向 量 4 ArH: 

4 一 Or4， r=0"r (4. 138) 
HS 

D=cosð * A+sin@ + E 
在 E=oil Bt, 

D=cos0 + A+sin0 + ol 
则 (4. 137) 式 的 解 为 : 

A'=r'» D icosb (4. 139) 

在 求 得 4 后 ,可 按 (4.138) 式 直接 计算 4, 进 而 求 出 平均 函数 4 
(tyto) 及 (ma(to))。 

现在 ,我 们 来 分 析 精 确 数据 和 加 有 5% 白 噪声 的 理论 数据 一 一 
人 工 合成 记录 , 按 BG 反 演 方法 求 得 的 解 。 

4. 15(a) 是 合成 地 震 记 录用 的 反射 系数 ;图 15(b) 的 右边 是 子 
波 ,左边 是 人 工 合 成 记录 ,合成 时 按 (4. 130) 进 行 裙 积 运算 , 取 N= 
41, 采样 间隔 A 一 0. 0125 秒 ,t4 王 1.0 秒 ; 图 4.15(c) 左 边 的 曲线 是 
《m(t)) AME O=0 时 之 平均 函数 .可 以 看 出 ,在 精确 观测 数据 的 情 
况 下 ,平均 模型 (m(z)) 与 真实 模型 , 即 波 阻抗 介面 的 反射 系数 几乎 
一 一 对 应 。 

图 4.16(a) 是 反射 系数 ;(b) 的 右边 是 子 波 , 左 边 是 加 有 5% 白 品 
声 的 人 工 合成 记录 ;(c) 图 的 右边 平均 函数 AEE) Aik (m(t)), 
显然 (m(t)) 的 分 辨 力 很 高 ,方差 很 大 (SIG= 二 140), 由 于 方差 太 大 ,从 
《m(z)) 图 上 得 不 出 关于 模型 的 任何 信息 ; 随 着 平均 函数 分 辨 力 的 降 
低 ,方差 的 碱 小 , (m(z)) 越 来 越 能 反映 真实 模型 m(t) 的 形态 。 直 到 
4.16(f), 即 w==0.52,SIG= 二 0.70 时 ,从 (m(z)) 中 ,可 以 得 到 其 模型 
m(t) 的 主要 信息 。 

前 面 已 讲述 了 在 时 间 域 进行 反 初 积 的 方法 ,根据 初 积 定理 ,时 域 
上 的 初 积 等 于 频率 域 上 的 乘积 。 如 以 小 写字 母 表示 时 间 域 的 函数 ,大 
写字 母 表示 其 谱 , 则 下 式 成 立 ， 
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图 4.15 精确 数据 人 工 合成 地 震 记录 ,及 其 BG 反 演 的 结果 


2=2()=["m@w(t, Dd 

X%=X(f)=TMW, (4. 140) 
KX MW, 分 别 是 周期 为 T 的 时 间 序列 z(t) mM wi) > 
ARER, AF ww 是 一 个 带 限 记 录 ,所 以 成 必然 也 是 带 限 的 。 换 言 
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A416 有 误差 的 人 工 合成 地 震 记录 ,及 其 BG 反 演 结果 


之 , 当 f/f.(f. 为 最 小 带 限 频率 ) 时 w(/) 的 能 量 ,因而 叉 (f,) 的 能 
量 必 为 零 ,如 九 汪 /时 , 环 (f;) 的 振幅 不 为 零 , 则 必然 是 来 自 于 噪声 。 
当然 ,在 反 初 积 所 求 得 的 模型 M(/) 中 ,也 不 应 含有 (二 f.) 的 高 频 信 
息 。 

下 面 ,我 们 研究 一 下 如 何在 频率 域 上 实现 反 裙 积 。 为 了 便于 理 
解 ,我 们 还 必须 从 时 域 讲 起 。 设 : 

XI(t)=m(t) *wlt)+n(t) (4.141) 
BEO m(t) ,w(t) 和 (i) 都 是 周期 为 7 的 周期 函数 。 与 (4.79) 
式 相应 ,在 连续 介质 情况 下 , 设 a(1,to) 对 应 于 A(1,to) ,w(t) 对 应 于 
Bt) ,w(t,to) 对 应 于 alto), 我 们 的 目的 是 求 一 连续 函数 v(1) ,以 使 平 
均 函 数 。 

alt,to)=w(t) * v(to) (4. 142) 
尽 可 能 接近 于 9 函数 。 

对 (4. 141) 两 端 同 进行 褐 积 运算 ,并 利用 (4. 142) 式 

z(t) * V(t) =m(t) x alt sto) tn(t) xu(to) 
定义 : 

Cm(10))=m(t) * a(tsty) 

=m(t) * w(t) * u(t.) 

《ma(to) =2x(t) * v(to) 

Om (to) =nlt) * vlt) 


故 
(m (to) 一 (7z(t) >* +84 (to)》 (4.143) 
式 中 :6《m(to)) 是 (4m(z)) 的 方差 ;lm(1))+ 是 真 值 。 
遵照 以 前 的 方法 , 设 目标 函数 
E 
E=cos0|? ,latt,t)— 8) ['dt-+sind + VarL8¢m Ct.) (4. 144) 
=e 
假定 噪声 是 平稳 的 , 则 方差 项 可 写 为 


Var[6(m (to))] 一 Var[n(r) * v(te)] 
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根据 Parseval EH, WA : 


VarL8¢m(t0))]=7?, 24 INAV? (4.145) 


把 Parseval 定理 应 用 于 (4. 144) 式 的 第 一 项 ,并 利用 (4. 145) 式 则 
得 : 


_ as 
E=cos0 + T >) |rw.v.-+| +sind+ ,2 |TNVs |? 











(4. 146) 
如 以 六 ,WW 表示 Vi、W 之 共 轨 ,并 设 
3E 
əV, 
则 得 ， 
ee AS ACT 人 
(4. 147) 
由 于 WwW, 是 带 限 的 , 当 |/;| 之 f. 时 ,Vi=0。 当 0=0 时 ,上 式 变 为 
Y= Fy, (4. 148) 
又 因为 
(m(to)) =2(t) * ulto) 
故 
Flim) J=T + X, + V, =M; 
利用 (4. MDR WA: 
m= (4. 149) 
TW, 


在 频率 域 上 ,根据 (4. 149) 求 出 M, 之 后 ,再 对 之 作 傅 氏 反 变 换 
即 可 得 《mm(z))。 
图 4. 17 是 一 人 工 合成 记录 及 其 反 演 结果 。 此 时 ,我 们 可 以 取 M 
一 256,A 一 0.012 5, (a) 是 模型 ,(b) 之 右 图 是 子 波 , 左 图 是 合成 记录 ; 
140 


qm) 


Sm) 


《my 


im) 


Cm) 


一 25 上 


-15 上 








f | d) 
20 5 
10 S? 
Hee 
-10 
-20 
| D 
4 





f 
4 

| ‘ 

| 

: tf SIG=0.46 0.5 


(a) 


RBA 


«b> 1]15 
40.5 
0 


ce) 






SIG=8. 15 


o 
EH it de Reo 


Re it 





SIG=0. 44 


o 
WR it de 


g) 





A 4.17 





反方 积 在 频率 域 的 实现 
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其 (c) 的 左 图 是 平均 函数 宽度 zw 一 0. 24, F7% SIG=B. 15 时 之 反 演 结 
果 ;(d),(e),(f),(g) 都 是 加 有 5%% 的 白 噪 声 的 反 演 结果 。 从 (d) 到 
(g),w 在 不 断 加 大 ,方差 不 断 减 小 。 可 以 看 出 , 当 方差 和 分 辨 力 减 小 
BY, Gm (2) 渐渐 接近 于 真实 的 反射 系数 mm(i)。 
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第 五 章 ” 非 线性 反 演 问题 


在 前 面 几 章 中 ,我 们 系统 地 论述 了 解 地 球 物理 反 演 问题 的 线性 
反 演 法 。 这 是 一 种 理论 最 完整 ,应 用 最 广泛 而 且 效 果 也 很 理想 的 反 演 
方法 。 然 而 ,大 多 数 地 球 物理 问题 都 是 非 线 性 问题 ,因此 研究 非 线 性 
反 演 方法 也 是 刻不容缓 的 任务 。 

随 着 地 球 物理 学 ,特别 是 勘探 地 球 物理 学 的 发 展 ,近年 来 , 非 线 
性 反 演 法 得 到 了 迅速 的 发 展 .除了 梯度 法 (Gradient method the steepest 
descent, the steepest ascent) 尝 试 法 、(the trail and error method), 
蒙特 卡 洛 法 (Monte Carlo method) 等 一 些 传统 的 非 线 性 反 演 法 外 ， 
许多 新 的 反 演 方法 ,如 人 工 神经 网 络 (Artificial neural networks) 
法 .模拟 退火 法 (Simulated annealing )、 遗 传 算法 (Genetic 
Algorithm)、 小 波 分 析 法 (Wavelet analgsis ) 等 等 应 运 而 生 。 随 着 计 
算 技 术 的 日 新 月 异 ,特别 是 并 行 机 的 出 现 ,需要 大 量 计 算 时 间 的 非 线 
性 反 演 法 才 如 鱼 得 水 ,有 了 迅速 发 展 的 前 提 条 件 。 

大 家 知道 ,所 谓 非 线性 问题 ,是 指 观测 数据 di = 1,2, M) A 
模型 参数 mj(j 二 1,2,… ,NN) 之 间 不 存在 线性 关系 ,这 种 非 线 性 关系 
既 可 能 呈 显 式 d= 二 g(m), 也 可 能 呈 隐 式 F(d,m)=0, 

解决 这 类 非 线性 问题 的 方法 ,有 如 下 两 类 :一 类 属于 线性 化 的 方 
法 ,即将 非 线性 问题 线性 化 ,构成 一 种 迭代 的 模式 ,用 逐次 逼近 的 方 
法 求解 ,如 二 、 三 \ 四 章 所 讲述 的 那些 内 容 。 另 一 类 是 不 涉及 非 线性 问 
题 线性 化 ,通过 各 种 途径 直接 解 非 线 性 问题 ,实现 从 数据 空间 到 模型 
空间 的 映射 。 

不 管 是 那 一 类 的 反 演 问题 ,归根 结 底 , 反 演 过 程 都 是 一 个 对 目标 
函数 (或 概率 、 概 率 密度 ) 的 最 优化 过 程 ,只 是 实现 最 优 的 途径 和 方法 
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不 同 吧 了 。 
本 章 中 ,我 们 将 讨论 目前 在 地 球 物理 资料 反 演 中 常用 的 一 些 非 
线性 反 演 方法 。 


$1 梯度 法 


梯度 法 (Gradient method) 又 称 最 速 下 降 法 (the steepest descent) 
或 最 速 上 升 法 (the steepest ascent), 是 一 种 传统 的 非 线性 反 演 法 , 直 
到 目前 仍 有 许多 地 球 物理 资料 的 反 演 问 题 都 采用 梯度 法 求解 。 

在 模型 参数 m 和 观测 数据 d 星 隐 式 的 情况 下 ,有 : 


F(d,m)=0 (5.1) 
为 方便 起 见 , 设 
x=(d, m] (5. 2) 
令 
Fi (d,m) 
F,(d,m) 
F(x)=F(d,m)= . 
Fy(d,m) 


如 将 这 些 非 线性 函数 ,构成 如 下 目标 函数 : 


M 

$(x)= 2 EFF (5. 3) 
显然 ,p(x) 的 零 极 小 值 点 ,就 是 方程 (5. 1) 的 解 。 

在 多 维 空间 中 $(x) 函 数 构成 一 个 高 次 曲面 。 为 便于 理解 , 现 以 
二 维 空间 为 例 , 此 时 % zi,rz) 所 形成 的 曲面 与 zi 一 zz 平面 相 切 的 点 
就 是 它 的 零 极 小 值 点 (图 5. 1)。 极 小 值 点 所 对 应 的 zt,rz, 就 是 观测 
数据 d 和 模型 m 之 对 应 值 。 

WRA $(x)= 二 c(i 二 1,2,…,k), 这 里 ci 是 常数 , 它 相 当 于 一 系 
列 平行 于 xx: 的 平面 。 用 这 些 平行 平面 切 空间 曲面 $(x)==$(x， 
2.) ,可 以 得 到 一 族 平面 曲线 ,将 它们 投影 到 z+ 一 zs 平面 上 ,如 图 5. 2 
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图 5.1 目标 函数 的 示意 图 
所 示 , 称 为 曲面 的 等 高 线 族 。 且 每 一 条 线 上 的 $ 值 均 相 同 ,由 外 向 里 ， 
$ 值 不 断 下 降 , 当 达到 极 小 点 时 ,#$ 值 为 零 。 
在 任意 一 个 初始 模型 “处 等 高 线 的 法 线 方向 ,就 是 $(x) 函 数 
在 该 点 处 的 梯度 方向 , 即 有 : 
a 
= ar, 
Be ap ot 
: ax 


8r x 
azp 
We 的 方向 是 $ 值 上 升 最 快 的 方向 。 因 此 ,其 反方 向 为 : 


-g=-Ż (5.4) 
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(x8 ,x2) 





图 5.2 用 等 高 线 表 示 的 目标 函数 


此 式 就 是 几 值 下 降 最 快 的 方向 。 梯 度 法 ,就 是 从 一 个 初始 模型 出 
发 , 沿 负 梯 度 方向 搜索 求 取 乡 函数 极 小 点 的 一 种 最 优化 方法 。 

为 了 保证 在 校正 过 程 中 ,$ 函数 逐次 下 降 , 现 选择 

OED se — = FAK (i=0,1,2,%") (5.5) 
RPO RRR i 次 迭代 之 初始 值 ix'%t 表 示 校 正 后 的 模型 参数 向 
fh Ac BRIER ,是 校正 的 步 长 因子 。 

当 第 ;次 选 代 后 ,再 从 zt 出 发 , 沿 %x 2) 的 负 梯 度 方向 进行 
搜索 ,如 此 反复 迭代 ,直至 到 达 #x) 函 数 的 真正 极 小 点 为 止 。 

步 长 因子 4 如 何 选择 ? 现 作 以 下 讨论 。 

HA? RG FRR HME RUM, MB 

$e $+) EE A 

=H d(x) +g Ax" (5. 6) 

RH. p=M+N 是 观测 数据 的 个 数 M 和 未 知 参 数 的 个 数 N 之 和 。 

将 (5.5) 式 中 的 Axr =—A BRAS. OR, WE: 

paH) = P(e) —AQOTZ”? (5.7) 
设 x"+?)=0, 也 即 经 校正 后 使 $ 值 达到 了 零 极 小 值 。 则 从 (5.7) 式 
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知 : 

1 G.8) 

ee De 

按 (5. 8) 式 计算 的 人 , 代 人 (5. 5) 式 后 ,如 果 

$x P< P(x) 5.9) 
RL AREN LSE TR WT ETN. BURR A. BAN 
每 次 减 小 一 半 , 重 复 上 述 步 骤 , 直 至 满足 (5. RWI. Ri Ax? 
出 发 ,重复 上 述 过 程 ,直至 求 得 #$ 的 零 极 小 值 为 止 。 

一 般 说 来 ,从 任意 初始 模型 出 发 ,梯度 法 均 能 收敛 。 开 始 收 敛 速 
度 快 , 往 后 越 来 越 慢 ,尤其 是 在 零 极 小 值 附近 ,要 向 极 小 点 前 进一步 
都 必须 付出 较 大 的 代价 。 因 此 ,在 实际 应 用 过 程 中 , 常 与 牛顿 法 配合 ， 
两 种 方法 相互 取长补短 ,以 达到 既 能 保证 收敛 ,又 能 加 快 迁 代 速度 的 
目的 。 配 合 的 方式 多 种 多 样 ,一 般 采 用 远离 极 小 点 时 用 梯度 法 ,而 当 
上 $ 值 降 到 一 定 程度 后 , 改 用 牛顿 法 的 方案 。 

一 旦 求 出 $(x)=0 的 极 小 点 ,那么 ,相应 的 向 量 x BE A EBB BK 
FF(d,m) 的 解 。 根 据 (5. 2) 式 ,不 难 求 得 模型 参数 m, 

如 观测 数据 d 与 模型 m 之 间 呈 显 函数 时 ,可 把 目标 函数 设计 
为 : 

$=[d—gCm)J'[d—g(m)] (5. 10) 

此 后 的 做 法 和 以 上 隐 函 数 求解 方法 完全 相同 .然而 ,此 时 求 出 的 
只 是 待 求 模型 mm ,而 不 是 隐 函 数 时 的 x 一 (dvm)。 

下 面 ,我 们 将 从 广义 高 斯 分 布 的 概率 密度 函数 f(x) 的 定义 出 
发 ,进一步 深入 研究 各 种 分 布 情况 下 的 梯度 法 。 

从 概率 论 可 知 , 具 有 L, 范 数 的 概率 密度 函数 为 : 








p 
| ] 6.11) 


1 

pre 
Jp(Cz) 一 exp| 一 
20-04 [ p 《ap) 
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式 中 r| S| Be tn we 

当 p=1 ff: 

fib) = ghexp[ 一] (5.12) 
可 见 , 有 h(x) 是 中 心 在 + 二 zo, 平均 偏差 等 于 01 的 对 称 指 数 分 布 。 

当 p=2 时 : 


fi(z)= 





1 exp[ 1] 
J 2x0, 2 o 


这 里 f(z) 是 中 心 在 z=xo 处 ,标准 偏差 等 于 os 的 高 斯 正 态 分 布 。 
当 proolt A 


faz) | 1 To 一 0< 委 z 委 zo 十 0- 
=(z) 一 


(5. 13) 


2o. (5.14) 
0 其 他 


TR, fol) EROE r= r 处 ,长 为 20 的 箱 状 函数 。 
对 同一 事件 M 次 独立 观测 数据 而 言 , 当 p= 二 1 时 ， 


1 LŠ 
nhos- Dy Iza | (5.15) 
与 前 几 章 所 使 用 的 符号 一 致 , 则 上 式 变 为 ; 
fm = ta mexp[— Sm) | (5. 16) 
RH: 
M 
Si(m)= 5} |d;—g;m) | (5.17) 
smi 
显然 ,概率 /(z) 最 大 ,必然 相应 于 SAR. B: 
一 _ag)(m) 
a am, 
则 
M 
rm =O L S ysg (d, —g;0n)) (5. 18) 
m 


式 中 :sg(z) 是 符号 函数 , 它 具 有 : 
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1 (2>0) 
sg(Z) 一 40 (z=0) (5.19) 


=l (1<0) 
这 里 ,由 (5. 18) 式 确定 的 就 是 目标 函数 SCm) 的 正 梯度 方向 。 到 
此 可 知 ,就 不 难 构成 La 范 数 条 件 下 梯度 法 的 反 演 框架 。 
在 M 个 独立 观测 数据 的 情况 下 , 当 p= 二 2 时 ， 


1 
falm) (22)"?o, 
ALL, 范 数 情况 相似 ,只 有 目标 函数 
M 
S,(m)= >) (dj—g;(m))? 
=1 


极 小 ,才能 使 LM RA. WHE AGB Le 范 数 情况 下 梯度 法 的 反 
RRA BAAR. 

对 任意 请 而 言 , 由 (5.11) 式 可 知 ,jzCm) 最 大 ,在 M 次 独立 观测 
Wa 








-2 M 
mexp| 号 24s g,(m))?*| (5. 20) 
= 


; 
R,(m)= i> ld; imap (5. 21) 
j=l 
为 最 小 ,或 
S,(m) = pR(m) = 5 lazem l (5. 22) 
j=. p 


为 最 小 。 当 pook}, 


Sem =—max[ SE jer] (5. 23) 
oj 
当 j 一 上 时 ,S-(m) 达 到 极 大 , 则 有 : 
一 _2gs(m) 
Bum ‘om, 
所 以 : 
rm 一 Sa ese (di—ei(m)) (5. 24) 


就 是 函数 SCm) 的 正 梯 度 方向 。 由 此 ,不 难得 到 二 -时 梯度 法 之 反 演 
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ER. 

简 而 言 之 ,对 L, 范 数 而 言 ,梯度 法 的 参数 修改 方式 如 下 : 

mit? =m)? rn) dm)” (7 一 1,2，…N) (5. 25) 
式 中 : 

mt? m? 分 别 代表 第 ;个 参数 m, 在 第 (i 十 1) 次 迭代 (修改 后 ) 
ME i REREAD ZS sri) M Am)? H m 在 第 次 迭代 中 之 梯 
度 方向 以 及 修改 量 。 


§2 尝试 法 
设 
d=g(m) 


所 谓 尝试 法 ,就 是 解释 人 员 从 一 个 初始 模型 m 出 发 ,计算 
gm) ,并 且 把 它 与 实际 观测 值 dow. 比 较 。 然 后 ,解释 人 员 从 其 已 知 的 
物理 知识 和 先 验 信息 出 发 ,猜测 另 一 个 新 的 模型 m 以 使 它 拟 合 观 
测 数据 doste mo 拟 合 要 好 。 重 复 上 述 步 又 ,直到 后 续 模 型 之 理论 值 
与 观测 值 的 方差 不 再 减 小 或 减 小 拟 合 误差 十 分 缓慢 (符合 要 求 ) 为 
止 。 

用 尝试 法 时 , 拟 合 好 坏 可 以 有 不 同 定义 ,如 用 基于 Li Last Leo 
范 数 的 目标 函数 等 ,当然 拟 合 好 坏 也 可 以 靠 定性 估计 。 

通常 ,尝试 法 可 在 计算 机 终端 上 通过 人 机 对 话 来 实现 ,在 迭代 过 
程 中 ,解释 人 员 可 以 从 屏幕 上 直接 观察 到 曲线 拟 合 好 坏 ,了解 到 参数 
是 否 符合 已 知 的 先 验 信 息 。 

尝试 法 的 主要 优点 是 : 

(1) 不 需 解 决 更 多 的 数字 问题 ; 

(2) 不 需要 较 大 的 内 存 ; 

(3) 可 以 设置 衡量 观测 数据 拟 合 好 坏 不 同 的 目标 函数 ; 

(4) 由 于 采用 人 机 对 话 , 给 人 以 十 分 直观 的 感觉 。 

不 足 之 处 是 :对 参数 较 多 的 反 演 问题 计算 时 间 长 ,迭代 次 数 多 ， 
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且 难 以 操作 。 
简 言 之 ,尝试 法 只 对 那些 对 反 演 问题 的 解 有 先 验 知识 , 且 计算 机 
能 力 较 强 的 解释 人 员 ,对 待 求 模型 的 参数 不 多 的 情况 才 适 用 。 


33 蒙特 卡 洛 法 


如 前 所 述 ,多 数 非 线性 反 演 方法 都 需要 充分 地 暴露 模型 空间 , 进 
行 大 量 计算 , 才 可 能 找到 比较 合理 的 解 。 但 由 于 计算 工作 量 太 大 , 因 
而 往往 难以 使 用 。 

如 果 问 题 的 非 线 性 并 非 十 分 严重 ,模型 参数 较 少 , 目标 函数 仅 有 
单个 极 小 ,这 类 反 演 问题 可 用 梯度 法 等 求解 。 对 于 高 次 非 线性 函数 ， 
模型 参数 较 多 , 且 目 标 函数 具 多 个 极 小 的 情况 而 言 , 用 诸如 梯度 法 等 
简单 非 线性 反 演 方法 ,有 着 巨大 的 危险 性 。 这 时 ,在 反 演 的 过 程 中 容 
易 陷入 局 部 极 小 有 戏剧 性 的 是 ,如 果 我 们 随机 在 模型 空间 中 选择 模 
型 ,以 求 得 总 体 极 小 , 比 规则 地 划分 模型 空间 ,以 求 出 总 体 极 小 ,所 需 
的 计算 时 间 和 耗费 的 经 费 都 要 少 。 

为 纪念 有 名 的 赌 城 一 蒙特 卡 洛 , 人 们 将 反 演 过 程 中 任何 一 个 
阶段 ,用 随机 (或 似 随 机 ) 发 生 器 产生 模型 的 方法 统称 为 蒙特 卡 洛 法 。 
因此 ,蒙特 卡 洛 法 实际 上 就 是 一 种 “赌博 法 ” 它 可 以 用 来 解决 高 次 韭 
线性 的 、 多 参数 .具有 多 个 局 部 极 小 的 非 线性 反 演 问 题 。 

假定 ,解释 人 员 对 待 求 模型 参数 的 范围 有 一 些 先 验 信息 , 即 

Morin SM Kas (a€T) (5. 26) 
式 中 ;a 代表 参数 的 个 数 ;ms 和 zs 分 别 代表 模型 参数 mn 之 下 界 和 
LF. 

蒙特 卡 洛 法 的 步骤 如 下 : 

(1) 用 随机 发 生 器 在 (5. 26) 式 范围 内 产生 一 个 模型 m 

(2) 计 算 d=g(m); 

(3) 比较 理论 值 4 和 观测 值 dw, 并 利用 一 定 准则 判断 m 是 否 可 
以 接受 ; 
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(4) 如 果 m 可 以 接受 , 则 停止 计算 ,否则 重复 (1)~(3) 步 骤 , 直 
至 满足 要 求 为 止 。 

例如 ,Press 在 1968 年 发 表 的 文章 中 ,利用 蒙特 卡 洛 法 研究 了 地 
球 地 幅 的 密度 以 及 纵 、 横 波 的 速度 .他 利用 的 资料 是 地 球 振动 的 本 征 
周期 ,地 震波 在 旅行 时 的 地 球 的 质量 以 及 转动 惯量 等 。 此 时 , 待 求 的 
参数 是 密度 p(r) ,纵波 速度 ar) RRR BO), RT ,将 地 球 半 
径 划 分 为 23 分 (其 余 由 内 插 法 确定 )。 因 此 ,参数 总 数 是 23X3 一 69 
个 。 即 

m =(m'ym* mm) 

= (pry) s Crag) ar) var) BC) BCrzs)) 

在 模型 空间 中 ,近似 有 500 万 个 模型 进行 了 试 算 , 其 中 有 6 个 可 
以 接受 的 模型 .图 5. 3 是 其 中 的 三 个 模型 ,计算 的 结果 与 我 们 已 知 的 
地 球 模型 十 分 相近 。 





B/(km-s~') 
(e- 8) /d 








0 400 800 1200 1600 2000 2400 2800 


图 5.3 蒙特 卡 洛 法 求 出 的 地 球 的 速度 、 密 度 模 型 
152 


$4 人工 神经 网 络 (ANN) 法 


人 工 神经 网 络 , 又 称 神经 计算 机 与 并 行 机 ,近年 来 已 成 国内 外 的 
一 个 热门 研究 课题 。 在 地 球 物理 资料 处 理 和 反 演 解释 中 得 到 卓 有 成 
效 的 应 用 。 

由 于 现行 计算 机 只 能 解决 那些 有 严格 数学 定义 的 形式 思维 和 逮 
辑 思维 问题 ,而 对 人 脑 许多 更 高 级 、 更 大 量 、 更 复杂 的 形象 思维 、 灵 感 
思维 和 创造 性 思维 就 无 能 为 力 了 。 

为 了 让 读者 了 解 神经 网 络 的 基本 原理 及 其 在 地 球 物理 资料 反 演 
中 的 应 用 ,我 们 先 从 神经 网 络 的 基本 特征 讲 起 。 

1. 神经 网 络 的 基本 特征 

如 果 将 人 脑 神 经 信息 活动 的 特点 与 现行 计算 机 工作 方式 作 一 比 
较 , 可 以 看 出 : 

CL) 人 在 识别 一 幅 图 像 或 作出 一 项 判断 决策 时 ,并 不 像 现行 的 
计算 机 那样 , 按 预 先 编 好 的 程序 一 条 接 一 条 地 执行 指令 ,而 是 运用 存 
在 于 脑 中 多 方面 的 知识 和 经 验 同 时 并 发 以 迅速 作出 解答 。 巨 量 并 行 
性 是 人 脑 信息 活动 的 一 个 重要 特征 。 

《2) 计算 机 存储 地 址 和 存储 的 内 容 是 彼此 分 开 的 ,而 人 脑 中 信 
息 存 储 和 信息 处 理 是 合 在 一 起 的 ,这 是 人 脑 信息 处 理 的 又 一 重要 特 
征 。 

(3) 人 脑 不 像 计 算 机 那样 ,只 能 被 动 地 执行 已 编 好 的 程序 ,而 是 
能 够 通过 内 部 自 组 织 、 自 学 习 的 能 力 ,不 断 地 适应 外 界 环境 ,有 效 地 
处 理 各 种 模拟 的 、 模 糊 的 或 随机 的 问题 。 人 脑 这 种 自 组 织 、 自 学 习 的 
功能 ,是 现代 电脑 所 望尘莫及 的 。 

目前 已 清楚 的 适宜 利用 神经 网 络 和 神经 计算 机 的 领域 有 :模式 
识别 、 信 号 处 理 、 判 断 决策 组合 优 化 ,知识 工程 等 。 在 地 球 物理 数据 
的 处 理 和 反 演 中 也 得 到 了 成 功 的 应 用 。 
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2. 简单 人 工 神经 元 模型 


由 于 现代 科学 技术 的 发 展 ,人 们 对 神经 的 理解 已 有 了 相当 深度 。 
由 于 实验 手段 的 局 限 性 和 人 脑 的 特殊 性 ,建立 大 脑 模型 的 研究 方法 
是 行 之 有 效 的 方法 之 一 。 这 里 ,我 们 将 讨论 几 个 简单 的 人 工 神经 元 模 


型 。 


(1)M-P 神经 元 模型 。M-P 模型 是 Mcculloch-Pitts 1943 年 提出 


来 的 , 它 是 一 个 多 输入 单 输出 的 非 线 性 系统 ( 见 图 5. 4)。 


设 某 一 神经 元 的 输入 为 : 





fow fu) 
1 1! 上 一 
1 
o u O| u, uo u 
(a) PBK (b) 分 段 线性 函数 
fu) 
o u 
(c) S 函数 cd) 恒 等 函 数 


图 5.4 M-P 神经 元 模型 


x= [tists] 
它们 相应 的 权 值 为 : 
w=[wsw ,tw 
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(5. 27) 


(5. 28) 


WATCH EH OW y 可 表示 为 : 
y=1( 六 wwr-oj =1(wx—0) (5. 29) 


式 中 1? 表示 单 位 函数 , 即 

ituja, E20 (5. 30) 

0 (u<0) 

可 见 ,M-P 模型 的 特点 是 : 

中 多 输入 , 单 输出 ; 

OREH; 

@@ 和 输入 与 输出 均 为 两 态 (抑制 .兴奋 ); 

儿 每 个 输入 通过 权 值 来 表征 它 对 神经 元 之 耦合 程度 (如 无 耦合 
可 取 wj=0), 

(2) 连 续 神经 元 模型 ( 见 图 5.5)。 为 反映 神经 元 状态 参数 连续 变 
化 的 情况 ,常用 一 阶 非 线 性 微分 方程 来 模拟 生物 神经 元 膜 电 位 随时 
间 变 化 的 规律 , 即 


du(t) ` 
La ere 
(t)=f(u(t)) 


式 中 :r 为 时 间 常数 ;0 为 静止 膜 电位 ;/(w) 为 输入 输出 函数 。 它 有 四 
种 可 能 形式 , 即 


FO- 
| rw | 


图 5.5 连续 神经 元 模型 


(5. 31) 


155 


© roo=| eH 
Lo 0<0 
1 uu, 

®© f(u)= |au+b u [Kuus 
0 uu, 

® f= Trem rr 


3 

D SaD =u 

3. 神经 网 络 的 计算 机 理 

神经 网 络 计 算 机 的 计算 机 理 与 电脑 不 同 。 其 主要 特征 如 下 : 

(1) 处 理 信 息 的 高 度 并 行 性 。 现 行 计算 机 的 信号 输入 与 数据 处 
理 都 是 品行 的 ,一 个 一 个 信号 输入 ,输入 之 后 ,又 按 已 编程 序 的 解 题 
方法 ,一 个 指令 接着 另 一 个 指令 ,只 有 当 最 后 一 条 指令 完成 后 , 才 得 
到 最 后 的 结论 。 而 人 工 神经 网 络 或 人 脑 却 不 同 ,信号 的 输入 和 处 理 都 
是 并 行 的 ,相当 于 同时 输入 ,同时 处 理 。 因 而 , 它 能 以 快 得 多 的 计算 方 
式 作出 判断 或 求 得 解答 。 

(2) 信息 处 理 和 信息 存储 合 二 为 一 。 与 电脑 不 同 ,神经 元 既是 处 理 
单元 ,又 是 信息 存储 单元 。 信息 处 理 的 结果 反映 在 突 触 (synaptic) 一 一 神 
经 元 之 间 的 连接 键 一 一 连接 强度 的 变化 上 。 突 触 ? 既 是 转换 站 ,又 是 
信息 的 存储 站 。 所 以 计算 时 , 它 不 像 电脑 那样 先 找 存储 地 址 ,后 提取 
存储 内 容 。 

(3) 能 接受 和 处 理 模 拟 的 、 模 糊 的 和 随机 的 信息 。 

(4) 求 满意 解 而 不 是 精确 解 。 因 为 人 类 日 常生 活 中 ,许多 都 不 是 
精确 解 ,而 是 满意 解 。 

(5) 具 有 自 组 织 和 自学 习 的 能 力 。 

在 简单 介绍 人 工 神经 元 一 般 知 识 后 ,下 面 我 们 将 就 在 地 球 物理 
资料 反 演 中 常用 的 Hopficld 网 络 模型 及 其 应 用 加 以 介绍 。 

4. Hopfield 网 络 及 其 在 地 球 物理 资料 反 演 中 的 应 用 

1985 年 ,元 普 菲尔德 (].J. Hopficld) 和 塔 克 (D. W. Tank) 建 立 
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了 互相 连结 型 神经 网 络 模型 。 在 Hopfield 网 络 中 ,每 一 个 神经 元 都 
和 其 他 神经 元 相连 接 , 所 以 又 称 为 全 互 连 接 网 ,神经 元 之 间 的 连接 权 


wi 满足 
wi=0 G=1,2,, N) (5. 32) 
wj=wj (i,j=1,2,°%,N) (5. 33) 


式 中 :NN 是 神经 元 的 个 数 。 

在 离散 Hopfield 网 络 中 ,如 图 5.6 所 示 ,vi,v,，… ,vw 为 神经 元 i 
的 输入 ,它们 对 第 i 个 神经 元 的 影响 程度 用 连接 权 wa swis ,zwin 来 
表征 ;0; 为 神经 元 As, 为 其 输出 , 则 有 : 





图 5.6 离散 型 Hopfield 网 络 中 神经 元 工作 原理 图 
N 
v=sgn( Swm) (5. 34) 
j= 


显然 ,Hopfield 网 络 是 一 个 多 输入 、 多 输出 、 带 阔 值 的 二 态 非 线 
性 动力 系统 。 且 


1 Ld >0 
v= D,= > wv -=Í (5. 35) 


定义 Hopfield 网 络 的 能 量 函 数 为 ; 
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富生 > > ro 十 Dbw, (5. 36) 
2 =) 
则 其 变化 量 为 : 
AF =~ Ey, =A, — X wo, +2.) (5. 37) 


如 设 Av;= 二 v(t) 一 v,(1 一 1)。 这 里 (4 一 1) 为 前 一 时 刻 之 输出 ,vw 
(1) 为 此 时 之 输出 。 由 (5. 34) 式 不 难看 出 v; 只 能 为 0 或 1。 若 Av;<0， 
就 意味 着 v(t 一 1)==1, 而 v(t) 二 0, 由 (5.35) 式 可 知 ,此 时 D0., A 
此 ,必然 有 AE, =Av,(—D,)<0; Fk Av, >0, RERE v(t—-1)=0, 
iu. (=1, H (5. 35) 50H eR D> 0 根据 (5. 37) 式 必然 有 AE, 
过 0。 结论 是 ,在 Hopfield M4 ik REP. BA AE;<0, 网 络 总 收敛 
到 能 量 极 小 的 状态 。 换言之 ,计算 能 重 总 是 不 断 地 随 第 个 神经 元 状 
态 的 变化 而 下 降 。 同 理 ,可 对 其 他 神经 元 的 状态 变化 作 类 似 的 分 析 。 

Hopfield 网 络 的 最 重要 的 应 用 之 一 是 最 优化 问题 。 这 种 应 用 的 
关键 在 于 :将 Hopfield 网 络 的 能 其 函数 和 最 优化 问题 (例如 ,地 球 物 
理 反 演 问题 ) 的 目标 函数 联系 起 来 ,找到 地 球 物理 反 演 问题 中 的 模型 
《mii 二 1,2,…,M)、 核 函数 (G,,i,j= 二 1,2,…,M) 和 神经 元 诸 要 素 ， 
如 神经 元 的 输入 .输出 和 它们 之 间 的 连结 权 等 ,在 神经 元 稳定 输出 状 
态 下 之 关系 。 

Hopfield 网 络 在 地 球 物理 反 演 中 应 用 的 另 一 关键 问题 是 ,如 何 
将 地 球 物理 的 模型 参数 用 二 进 制 的 形式 表示 ,地球 物 理 问题 不 同 ,这 
种 表达 形式 也 不 尽 相同 。 

下 面 ,我 们 将 以 前 面 几 章 中 讲述 的 线性 反 演 问题 为 例 , 对 上 述 两 
个 问题 加 以 说 明 。 

设 有 目标 函数 : 


I“ x 
4 =F lam Gum)? 
= i 
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1 N N M 
Say D [= NG.Gu Jmm, 
k=l 


i=l j 





jl 
N ied M M 1 M 
> [-4 Veins X Gua, |m, DA (5.38) 
i=) 2 k=l k= 2 k=l 
和 (5. 36) 比 较 , 就 可 发 现 , 除 常数 项 工 1 Sai 外 ,如 设 : 
vi=m;i 
M 
w=[— GG,] (5. 39) 
hl 


M M 
b= —[-F X Cim Zea] G=1,2,, N) 


则 二 式 完全 相似 。 如 果 模 型 mm,(i==1,2,… …N) 是 等 于 0 或 1 的 序列 ， 
不 难看 出 ,在 Hopfield 网 络 中 ,只 需 六 个 神经 元 就 可 以 了 。 如 果 , 模 
型 参数 是 任意 实数 ,为 了 用 Hopfield 网 络 进行 反 演 ， 还 必须 将 模型 
参数 的 表示 形式 加 以 改变 ， 如 下 式 所 示 的 二 进 制 表达 式 , 即 


m= X ze, —2°B,  (i=1,2,=,N) (5. 40) 


j=—D 


UP: By =0 R 1;D MU 是 分 别 取决 于 模型 参数 的 精度 和 大 小 的 整 
数 ;而 B 数值 上 等 于 1, 代表 BH HER. 方程 (5. 40) 式 ,可 以 看 成 模 
型 mi(i==1,2,…,N) 的 二 进 制 表达 式 。 

将 (5.40) 式 代 和 人 ,(5. 38) 式 , 则 得 : 


N 


ee. DSN dee, JB. Bn 


= =D j=l»= -D 


N v M 
-X D [-t ec Bat Gd, 
A 2 名 
M N 
十 27 2 (20. GuGu)B] + Bata 6.41) 
4=1 j=1 


式 中 :a 是 与 模型 无 关 的 一 常数 项 。 
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比较 (5.41) 式 和 (5. 36) 式 可 以 看 出 , 除 a 以 外 ,两 式 具有 相同 的 


形式 ,如 果 设 
=B, (5. 42) 
T= be “GuGu] (5. 43) 


B Tin.jn =O 当 Gm) = (jan) 


M al: 
= 一 [= E GD Bt SIG ds 
ke 


Ka 


M N 
+E MO GoGu)B] (5.44) 
mm 
在 这 种 条 件 下 ,(5. 36) 式 变 为 ; 
-4D D È DT in D D pub (5. 45) 
lm ~Dy=ln= dD ré 


显然 ,网 络 中 神经 元 的 数目 等 于 NUŁD), T DMU 是 充分 大 
的 正 整 数 ,以 保证 能 准确 地 表示 模型 参数 的 幅 值 和 精度 。 

到 此 为 止 ,我 们 已 详细 地 论述 了 在 地 球 物理 反问 题 中 应 用 
Hopfield 网 络 所 过 到 的 两 个 关键 问题 。 下 面 ,让 我 们 分 析 一 下 ,利用 
Hopficld 网 络 进行 线性 反 演 的 主要 步骤 。 

第 一 步 ,根据 已 知 地 质 . 地 球 物理 信息 ,确定 地 球 物理 模型 参数 
(如 厚度 .速度 .密度 . 电 阻 率 等 ) 之 可 能 变化 范围 ,并 根据 初始 模型 参 
数 , 确 定 表征 它们 的 U,D,B,(i=1,2,……,N; 7 一 1,2,……D 十 LUD) 和 
B, 

第 二 步 ,根据 初 始 模 计算 的 核 函 数 G,(i=1,2,…,M; j=1,2, 
尺 ,N) 和 上 一 步骤 中 确定 的 忆 ,D,Bi,,B, 按 (5. 42) 式 一 (5.44) 式 计 
算 第 i 个 模型 参数 相应 的 (UU 十 站) 个 神经 元 之 输入 vii 二 1,2,…， 
入， 二 1,2,…,(U 十 D)), 神 经 元 之 间 的 连结 权 Tiny Gi G= 1524 
eN; mn 二 1,2.…*,(U 十 D)), 以 及 阀 值 0 一 1, 2 N; m 
二 1,2,…，,(U 十 DD)) 等 进行 Hopfield 网 络 运算 。 计 算 每 个 模型 参数 
(misi 二 1,2,… ,NN) 对 应 的 (WU 十 D) 个 神经 元 之 输出 vin(i 二 1,2,…， 
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N; m=1,2,,U+D), 

第 三 步 , 根 据 计 算 的 输出 on RECS. 42) OR E Bn FE 
U,D,B 计算 i 个 模型 参数 之 值 。 

第 四 步 , 按 (5. 41) 计 算 拟 合 方差 的 值 ,如 y 值 小 于 给 定 的 某 一 
EK 6, 则 将 第 三 步 求 得 的 模型 参数 作为 反 演 结果 ,否则 重复 第 一 到 
第 三 步 运 算 , 直 至 符合 要 求 为 止 。 

必须 指出 ,为 了 适应 神经 元 的 要 求 ,模型 参数 mi(G 一 1,2,…,N) 
的 表示 式 应 作 相 应 的 变化 ,如 (5.40) 式 所 示 的 二 进 制 表 达 式 (但 
(5. 40) 只 是 一 种 表达 形式 ,模型 参数 不 同 ,其 幅 值 和 变化 范围 各 异 ， 
表达 式 就 应 该 有 所 变化 。 

用 Hopfield 网 络 进行 地 球 物理 资料 反 演 时 ,也 同样 存在 收敛 到 
局 部 极 小 的 可 能 性 ,初始 模型 的 选择 对 反 演 结果 关系 很 大 ,应 该 尽量 
初始 模型 之 逼近 待 求 的 真实 模型 ,这 样 既 可 以 减少 计算 时 间 , 又 可 如 
免 陷 人 局 部 极 小 。 

PR Hopfield 网 络 外 ,有 些 学 者 也 曾 把 BP 网 络 利用 于 地 球 物理 
资料 的 反 演 , 特 别 是 非 线 性 反 演 , 读 者 若 有 兴趣 可 参考 有 关 文 章 。 


$5 模拟 退火 法 (Simulated Annealing 或 SA) 


物体 加 热 , 熔 化 ,能 量 增加 ;降温 、 冷 却 , 即 退 火 时 ,能 量 减少 。 如 
果 冷 却 十 分 缓慢 ,物体 就 会 形成 理想 的 晶体 ,其 能 量 总 体 出 现 极 小 ; 
反之 冷却 并 非 十 分 缓慢 ,就 会 出 现 物体 能 量 的 局 部 极 小 ,成 为 似 稳 状 
的 玻璃 状 物质 。 退 火 过 程 类 似 于 利用 最 优化 原理 解 地球 物 理 反 演 问 
题 。 在 退火 过 程 中 ,欲求 能 量 最 小 的 理想 晶体 ,并 非 要 形成 能 量 局 部 
极 小 状态 下 的 玻璃 状 物 ,而 反 演 的 目的 是 求 取 目 标 函 数 能 量 总 体 极 
小 状态 下 的 解 ,而 不 是 收敛 到 局 部 极 小 状态 下 模型 的 解 ,基于 这 种 类 
似 ,Rothman(1985,1986) 将 退火 原理 引入 地 球 物理 资料 的 反 演 , 并 
称 之 为 模拟 退火 法 。 

据 统计 热力 学 ,物体 中 每 个 分 子 的 状态 服从 吉 布 斯 概率 分 布 , 即 
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Pr) =i (5. 46) 
Zeo -FF ] 
式 中 :ECr) 为 第 ;个 分 子 的 能 量 函 数 ;~ 为 第 i 个 分 子 所 处 的 状态 ; 
PO) HERR EE ko 为 玻 尔 北 曼 常数 ;T AWE. 

从 上 式 可 以 看 出 , 随 着 温度 的 降低 ,分 子 的 能 量 随 之 变 小 ,物体 
从 融 熔 的 液态 向 固态 转变 ,每 个 分 子 取 哪 种 状态 由 其 概率 密度 的 大 
小 来 决定 。 概 率 密度 越 大 ,分 子 取 该 状态 的 可 能 性 就 越 大 。 

模拟 退火 法 用 于 反 演 的 基本 思路 是 将 待 反 演 的 模型 参数 看 作 是 
熔化 物体 的 每 一 个 分 子 , 将 目标 函数 看 作 是 熔化 物体 的 能 量 函 数 , 通 
过 缓慢 地 减 小 模拟 温度 来 进行 迭代 反 演 ,使 目标 函数 最 终 达 到 极 小 。 

模拟 退火 法 有 两 种 算法 , 即 Metropolis 算法 (简称 MSA) ) 和 
Heat bath 算法 (简称 HBSA)。 两 者 的 区 别 在 于 搜索 模型 空间 和 模型 
参数 修改 量 不 同 。MSA 算法 可 在 全 空间 自动 搜索 ,模型 修改 量 是 随 
机 的 ;而 HBSA 算法 则 是 把 模型 参数 限制 在 一 定 范围 内 ,模型 修改 
量 是 某 一 固定 值 , 两 种 算法 本 质 上 是 一 致 的 。 研 究 表明 ,HBSA Mit 
算 速度 比 MSA 快 ,特别 是 在 已 知 某 些 模型 参数 的 情况 下 ,由 于 模型 
空间 的 缩小 ,计算 速度 就 进一步 加 快 了 。 

在 MSA 算法 中 , 若 待 定 模型 参数 mGi==1,2,…,N), 反 演 时 先 
取 一 初始 模型 m!(i==1,2,…,N) ,计算 相应 的 目标 函数 , 即 


M 
E(m')= 3) (dj;—f(m'))? 
然后 ,随机 地 修改 模型 ,得 mt, PER GS B RARO Emt), HE 
AE=E(m'*")—E(n') 
则 由 以 下 方法 判断 模型 参数 修改 量 是 否 可 以 接受 , 即 
pAE) =exp| -FF\ (5.47) 
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车 AEXO, RHR E A AK ARERR) CAAUES, 
Ë AE>>0, 按 (5.46) 式 计算 pCAE); ,车 O<p(AE)<R, HERS 
可 接受 ,否则 拒绝 修改 ,这 里 R 是 在 0 和 1 之 间 的 一 个 随机 数 。 

从 (5.47) 可 以 看 出 ,温度 了 只 是 一 个 控制 参数 , 玻 尔 兹 曼 常数 
和 只 起 一 个 尺度 因子 的 作用 ,实际 应 用 时 取 为 1。 BRT 较 小 时 ,对 
AE 起 着 一 种 放大 作用 ,使 低温 时 不 易 接 受 模型 修改 。 这 相当 于 物体 
在 低温 时 分 子 被 束缚 在 平衡 位 置 附近 。 

HBSA 算法 也 是 随机 地 选择 一 个 初始 模型 mm', 其 参数 分 别 为 
mimar smyo FERRIS 区 ，,…,m 固定 的 情况 下 ,使 mi A m~ 
mi" 取出 所 有 可 能 的 取 值 , 按 (5.46) 计 算 概率 密度 ,并 选择 概率 最 
大 之 mi 为 其 新 值 , 记 为 mt, BR LE m,m omy t m, 的 
方法 选择 ms 的 新 值 …… 选 择 概率 最 大 者 ,并 记 为 m, 依 此 类 推 ， 
把 完成 mom 的 一 次 选择 称 为 一 次 迭代 。 在 每 一 次 迭代 过 程 中 保 
持 温度 了 不 变 , 温 度 人 随 迭代 次 数 的 增加 呈 指 数 降低 。 随 着 温度 工 
的 降低 ,mu 一 ax 最 终 达到 一 个 稳定 解 。 

显然 ,在 模拟 退火 法 中 ,退火 温度 的 选取 最 为 重要 ,选择 不 当 , 将 
导致 反 演 失败 。 根 据 前 人 研究 ,T 取 指 数 变化 的 模式 ,比较 切合 退火 
的 实质 , 即 

T(k)=T.(0. 99)" (5. 48) 
式 中 :为 迭代 次 数 ;T,。 为 初始 温度 (T 应 视 具体 情况 而 定 );T(k) 
为 第 次 迭代 时 之 温度 。 

用 模拟 退火 法 反 演 地 球 物理 资料 仍然 存在 收敛 于 局 部 极 小 的 问 
题 , 这 有 待 进一步 深入 研究 。 与 其 他 非 线 性 反 演 相 比 , 模 似 退火 法 不 
依赖 于 初始 模型 的 选择 ,同时 在 反 演 过 程 中 不 需要 计算 雅 可 比 和 矩阵 。 
因此 ,在 各 种 地 球 物理 资料 的 反 演 中 都 有 许多 成 功 的 实例 。 


$6 遗传 算法 (Genetic Algorithm 或 GA) 


遗传 算法 也 称 基因 算法 ,是 模拟 自然 选择 和 遗传 学 理论 ,依据 适 
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者 生存 的 原理 而 建立 的 一 种 最 优化 方法 。 

自然 界 中 生物 进化 的 动力 是 遗传 和 自然 选择 。 遗 传 是 通过 基因 
的 复制 和 基因 的 突变 来 进行 的 基因 附着 在 染色 体 上 ,染色 体 总 是 成 
对 出 现 , 交 配 时 成 对 的 染色 体 分 裂 ,父母 双 方 各 复制 自己 的 每 对 染色 
体 中 的 一 个 传 给 下 一 代 , 这 就 是 基因 的 复制 .复制 使 得 父 代 的 特性 能 
在 子 代 上 体现 并 保持 下 去 . 子 代 的 基因 有 可 能 发 生 突变 , 即 一 种 基因 
突然 转变 成 另 一 种 类 型 的 基因 。 基 因 突 变 引 起 生物 体 的 突然 变化 ,这 
对 生物 的 进化 影响 很 大 。 生 物 繁殖 的 下 一 代 是 否 能 继续 繁衍 下 去 ,是 
受 自 然 选 择 规律 支配 的 , 即 物种 间 的 相互 竞争 ,表现 出 优胜 劣 汰 。 

遗传 算法 就 是 模拟 上 述 生 物 进 化 过 程 。 它 首先 通过 随机 选择 生 
存 一 个 模型 群体 (相当 于 生物 中 的 种 群 ), 这 个 模型 集 有 NN 个 成 员 ， 
把 它们 作为 初始 模型 ;然后 用 生物 进化 的 方法 ,使 初始 模型 最 终 进 化 
到 全 局 最 优 解 。 具 体 做 法 作 如 下 介绍 。 

(1) 二 进 制 编码 形成 染色 体 。 遗传 算法 不 直接 处 理 模型 参数 ,而 
是 对 模型 参数 的 二 进 制 编码 进行 操作 。 将 待 反 演 的 每 一 个 参数 进行 
二 进 制 编码 (即将 十 进 制 的 数 转 化 为 二 进 制 的 数 ), 将 此 二 进 制 码 称 
为 “染色体 ”, 多 个 模型 参数 对 应 多 条 染色 体 。 每 一 个 二 进 制 码 代表 一 
个 “基因 ”, 它 只 能 取 0 或 1。 

一 个 模型 参数 都 有 一 定 的 变化 范围 ,一 个 简单 而 又 实用 的 方法 
是 把 模型 参数 的 可 能 空间 按 等 差 方式 编码 , 即 有 : 

m;=min (mn,)) +iAm, (5. 49) 
式 中 ;min(m,) 表 示 第 i 个 模型 参数 的 最 小 值 ;Am, 为 第 个 模型 参 
Hm, HAD BED ;wm 表示 第 i 个 模型 m, 的 第 i 个 取 值 .该 取 值 对 应 着 
一 个 二 进 制 码 ( 即 一 个 染色 体 ), 显 然 ,二 进 制 码 的 长 度 由 模型 参数 的 
范围 和 分 辨 力 决定 ,如 图 5. 7(a) 

(2) 配对 成 员 的 选择 。 根 据 初 始 模 型 集中 各 成 员 的 拟 合 函 数值 
(目标 函数 值 ) 的 大 小 ,以 一 定 的 选择 概率 ,使 初始 模型 集中 的 所 有 模 
型 都 相互 配对 ,配对 的 两 个 模型 将 作为 父 代 模 型 来 繁殖 下 一 代 。 

164 


G) 基因 交换 ,模拟 生物 进化 过 程 的 基因 复制 ,即将 配对 模型 相 
对 应 的 染色 体 ,以 一 定 交换 概率 随机 地 分 烈 , 并 互相 交换 为 图 5.7 
(b) 所 示 , 使 基因 进行 重组 ,形成 新 的 一 代 。 若 每 次 只 对 一 个 染色 体 
进行 交换 , 称 “ 单 点 交换 ”, 对 多 条 染色 体 进行 交换 , 则 称 “ 多 点 交换 ” 
(一 般 采 用 后 者 )。 从 生物 学 角度 看 ,两 个 配对 模型 可 以 生成 许多 个 子 
代 模 型 。 但 是 ,用 计算 机 模拟 时 ,为 防止 数量 成 指数 增加 而 使 计算 机 
无 法 存储 ,一 般 说 来 ,在 实现 时 ,两 个 配对 模型 只 生存 两 个 子 代 模 型 。 


(a) 二 进 制 模 型 编码 

















*T [1 
m= 0 0 00 0 0 0 min, 
m= 0 0 0 0 0 0 1 minj+1dm,, 
m= 0 0 0 0 0 1 0 mint+2Am, 
m= 0 0 0 0 0 1 1 mint3Am, 
m= 1 1 1 1 1 1 1 max, 


ms 二 第 次 迭代 第 ;个 模型 参数 
min, = 98 j 次 迭代 第 ;个 模型 参数 的 最 小 值 
max, = j 次 选 代 第 i 个 模型 参数 的 最 大 值 
Am 一 第 7 次 选 代 第 / 个 模型 参数 的 分 辩 率 


(b) 基因 交换 
1|10[0|m;, 
ve 


Lle «[«[o 1[1 m; 
(c) 基因 变异 
ED 。 
Lo ET] 

图 5.7 遗传 算法 示意 图 
《4) 基因 突变 。 模拟 生物 进化 过 程 中 的 基因 突变 ,以 一 定 的 变异 
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概率 ,在 基因 交换 操作 形成 的 两 个 子 代 模 型 中 随机 地 使 其 中 一 个 的 
某 条 染色 体 的 基因 发 生 突变 ,即使 原来 为 1 的 基因 变 为 0, 或 原来 为 
0 的 基因 变 成 1( 如 图 5.7(c) 所 示 )。 研究 表明 , 较 小 的 变异 概率 在 反 
演 过 程 中 十 分 必要 , 它 能 产生 某 些 有 效 的 基因 片段 。 

(5) 模 型 的 更 新 。 模 拟 生物 进化 过 程 的 自然 选择 ,经 过 基因 交换 
和 变异 ,两 个 旧 的 模型 生存 了 两 个 新 的 子 代 模型 .新 的 模型 继承 了 旧 
模型 中 的 某 些 特征 。 如 把 整个 旧 模 型 都 用 新 模型 代替 , 则 称 为 分 代 型 
遗传 算法 ;如 果 只 替代 拟 合 程度 较 差 的 旧 模 型 , 则 称 为 稳 态 型 遗传 算 
法 。 前 者 收敛 速度 慢 , 后 者 收敛 速度 快 . 故 一 般 采用 后 者 。 

上 述 的 基因 交换 、 变 异 和 模型 的 更 新 是 对 初始 模型 集中 的 每 一 
对 配对 模型 进行 操作 , 待 所 配对 模型 操作 完 后 ,初始 模型 集 便 进化 到 
第 一 代 模 型 集 ( 相 当 于 一 次 迭代 )。 将 第 一 代 模 型 集 当 作 初 始 模型 集 
重复 上 述 步 又 , 便 可 以 得 到 第 二 代 模 型 集 , 如 此 往复 以 臻 第 三 代 、 第 
四 代 模 型 集 …。 上 述 迭 代 过 程 的 终止 条 件 是 直至 模型 集中 的 每 一 个 
成 员 的 拟 合 函 数值 基本 相等 ,也 即 拟 合 函数 值 的 平均 值 趋 于 群体 的 
最 大 拟 合 函数 值 。 此 时 ,对 模型 参数 进行 二 进 制 解码 即 为 反 演 结果 。 

研究 表明 ,遗传 算法 并 不 能 绝对 保证 目标 函数 收银 到 全 局 最 优 
解 。 但 只 要 模型 群体 的 成 员 数 的 大 小 以 及 交换 和 变异 概率 选择 合适 ， 
这 种 算法 一 般 不 会 陷 人 局 部 极 小 。 据 文献 介绍 , 较 大 的 更 新 概率 
(0.9)、 中 等 程度 的 交换 概率 (0. 6) 和 较 小 的 变异 概率 (0. 01) 相 结合 
时 ,遗传 算法 的 效果 最 佳 。 

和 其 他 反 演算 法 相同 ,遗传 算法 也 是 从 一 初始 模型 集 出 发 ,计算 
理论 曲线 与 实测 曲线 的 拟 合 情 况 ,并 根据 拟 合 结果 通过 遗传 操作 对 
模型 参数 进行 各 种 各 样 的 修改 ,使 模型 集 向 最 优 解 逐步 演化 ,其 遗传 
的 代数 相当 于 和 迭代 的 次 数 。 在 先 代 过 程 中 对 配对 模型 的 染色 体 进 行 
交换 和 变异 操作 ,实际 上 就 是 对 模型 空间 进行 多 途径 的 搜索 ,由 于 是 
对 每 一 条 染色 体 ( 即 一 个 模型 参数 ) 同 时 进行 操作 ,所 以 算法 本 身 具 
有 平行 性 ,搜索 效率 比 一 般 非 线性 反 演 方法 高 。 
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$7 多 尺度 反 演 (Multi-Scale inversion 或 MSI) 


多 尺度 反 演 是 近年 来 发 展 起 来 的 一 种 基于 小 波 分 析 中 的 多 尺度 
分 解 理论 的 反 演 方法 ,受到 地 球 物理 学 界 的 广泛 关注 。 

多 尺度 反 演 是 一 种 加 快 收敛 速度 ,克服 局 部 极 值 影响 ,搜索 全 局 
最 小 极 值 点 的 一 种 反 演 手段 。 其 目的 之 一 是 为 了 克服 许多 非 线 性 反 
演 常 受 众多 局 部 极 小 之 困扰 。 

多 尺度 反 演 是 把 目标 函数 分 解 成 不 同 尺度 的 分 量 , 根 据 不同 尺 
度 上 目标 函数 的 特征 逐步 搜索 全 局 最 小 点 。 一 般 情 况 下 ,在 大 尺度 
(或 低 波 数 ) 上 ,目标 函数 极 值 点 少 , 且 分 得 很 开 。 用 通常 的 方法 很 容 
易 直 接 或 经 比较 搜索 出 大 尺度 (总 体 背景 ) 上 的 “全 局 极 小 点 >。 在 相 
对 较 小 尺度 ( 稍 大 波 数 ) 上 ,目标 函数 极 值 点 较 多 ,直接 寻找 全 局 极 值 
点 , 虽 比 作 尺 度 分 解 之 前 容易 ,但 仍然 比较 困难 .不 过 ,如 果 我 们 以 大 
尺度 搜索 到 的 背景 “全 局 极 小 点 "为 起 始点 ,在 其 附近 继续 搜索 ,也 能 
容易 地 搜索 到 中 等 尺度 上 的 “全 局 极 小 点 ”。 如 此 ,不 断 地 缩小 尺度 ， 
在 不 断 加 入 高 分 辨 成 分 的 目标 函数 上 ,调整 全 局 最 小 点 ,最 终 当 目标 
函数 的 尺度 降 至 原始 尺度 时 ,对 应 搜索 出 的 全 局 最 小 点 ,就 是 真正 的 
全 局 最 小 点 .这 种 做 法 的 优点 是 ,在 大 尺度 (或 低 波 数 ) 上 , 反 演 稳定 ， 
反 演 结果 不 受 初始 模型 的 影响 ,能 避免 其 后 的 反 演 落 人 错误 的 领域 ， 
使 收敛 速度 加 快 。 

1. 尺度 的 概念 

尺度 是 指 当 我 们 以 离散 方式 描述 某 一 空间 (或 时 间 ) 函 数 时 , 均 
匀 离 散 点 之 间 的 距离 。 尺 度 是 分 辩 率 的 倒数 。 分 辨 率 被 定义 为 单位 
距离 内 离散 点 的 个 数 。 因 此 , 若 分 辩 率 为 2-7(jE 7Z) 则 对 应 的 尺度 为 
2/。 这 里 ,我 们 常 把 离散 信号 原始 输入 数字 序列 的 尺度 作为 1(2+o)， 
其 对 应 的 分 辨 率 为 1(2-") ,而 其 后 的 分 析 尺 度 则 总 是 大 于 1(2+?) 为 
2 2，…,2", 其 对 应 的 分 辩 率 为 2 ,2-:,…,2-"*。 对 连续 函数 f(z) 
ET2(R) 而 言 ,其 可 能 的 尺度 范围 应 当 是 0-co ,2-=->2+=。 
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2. 小 波 与 多 尺度 分 析 
为 了 克服 常规 傅 氏 变换 有 时 不 能 提取 频 域 的 局 部 特征 ,Gabor 
(1946) 提 出 了 窗口 傅 氏 变换 , 即 


p 1 |” ine È 
Faz f S(t)g(t—b)e “dt (5. 50) 
V 2m? -e 


并 实现 了 时 域 局 部 化 思想 。 

式 中 ;/() 是 时 间 1 的 函数 ;F(w) 是 /(1) 的 谱 ;g(t 一 5) 是 窗口 函数 。 

但 是 g(x) 一 旦 选 定 , 它 的 大 小 、 形 状 在 各 个 不 同 的 时 ( 空 ) 域 位 置 处 

都 是 一 样 的 ,不 能 满足 高 频 和 低频 信号 对 窗口 大 小 的 不 同 要 求 。 为 

此 ,Goupillaud ‚Grossmann 和 Morlet(1984) 引 进 了 小 波 的 概念 。 
根据 定义 ,我 们 称 满足 条 件 


F lo |? jw] dw< ~ (5. 51) 


的 函数 y(t)E 1*(R) 为 小 波 函 数 或 母 小 波 , 少 是 y(t) 的 傅 氏 变换 。 
车 


gstD=lal gS) (asbERyaH0) (5. 52) 


则 称 J.o 为 由 母 小 波 y 生 成 的 依赖 于 参数 a,6 的 连续 小 波 ;a KAR 
度 变量 ;6 为 位 置 变 量 。 显 然 , 连 续 小 波 是 基于 仿 射 群 at 十 b 的 ,它们 
是 通过 母 小 波 y 的 平移 和 伸缩 而 得 到 的 。 当 尺度 变量 a 的 改变 ,是 
Pat) ABE FE BE AN BE %(t) 而 言 ,发 生 了 伸缩 改变 ;而 当 位 置 变量 0 发 
生变 化 时 ,ws(t) 相 对 于 母 小 波 %(t) 而 言 发 生 了 平移 。 与 窗口 傅 氏 变 
换 相 比 ,a 相当 于 w, 而 这 里 的 6 与 窗口 函数 g( 一 0) 中 的 上 相当 。 如 
果 , 将 Po ORA BRM WH a 的 压缩 和 46 的 平移 ,可 以 得 到 窗 
口 大 小 和 形状 各 异 、 但 波 的 振荡 数 均 相同 的 窗 函 数 ,b 实际 上 对 应 于 
物理 空间 中 的 实际 位 置 ;|al “是 一 个 归 一 化 因子 , 它 使 所 有 的 小 波 
具有 相同 的 模 。 因 此 ,所 有 的 连续 小 波 几 .,(1) 都 具有 相同 的 能 量 。 
对 于 任 一 (OC (RH BRM A. EN 
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wysla, b) =f, i= lal nf fy at (5. 53) 


为 其 小 波 变换 , 式 中 :《/ ,4) 表 示 内 积 ;而 y (所 5) 表示 oC 
EEA 





其 逆 变 换 公式 为 : 

AO=cz| Ae wysla, bg, „ntt (5. 54) 
RP: 

=f ylw dw (5.55) 


在 实际 计算 中 ,常用 其 离散 形式 。 若 令 :a 一 2-,0 一 2-7 5 
(i,JE2Z), 则 有 著名 的 二 进 小 波 , 即 


uD) =P —i) G, jEZ) (5. 56) 
SHEAR HR LCR) — AP EE. 利用 TH EE AML 
衰减 得 充分 快 的 任意 函数 SODRA: 
+o 十 co 
f= >) D AO, GieZ) (5. 57) 
BR 
Dy= 5 Sida hilt) (5. 58) 
则 (5. 57) 式 可 写 为 : 
SEN 
f(D)= 23} Din= > Din+ Špa (5. 59) 
大 尺度 RE 


上 式 中 ,等 式 右 端 第 一 项 反映 的 是 尺度 大 于 2 的 信号 分 量 之 
和 ,可 以 看 作对 应 尺度 X 的 (1) 之 平滑 部 分 ;而 等 式 右 端 第 二 项 反 
映 的 是 小 于 或 等 于 2 的 信和 号 分 量 之 和 ,可 以 看 作对 应 尺度 2; 的 / 
(2) BY A BBP 
Mallat (1989) 证 明 , 对 任意 函数 而 言 ,上 述 多 尺度 逼近 ,存在 唯 
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一 的 函数 J(1)E L2(R) 称 为 尺度 函数 (或 小 波 之 父 ), 且 满足 


f= È Srp p+ È Èv. tui Dnilt) (5. 60) 


上 式 中 第 一 个 和 式 是 DY REEL SO 个 光滑 近似 ;而 第 二 
a ERE AAEN 
称 为 多 尺度 分 析 。 

如 果 基 于 2 尺度 上 对 函数 /(z) 的 光滑 近似 属于 空间 Vj),f(1) 的 
细节 部 分 属于 的 正 交 补 空间 W,, 则 有 : 


Vi- =V OW =V an OW mn W, = (GEZ) (5. 61) 
4 j=1 时， 
Vo =V ,OW =V, DOWDOW, 
=V,OWOWOW,=… (5. 62) 


这 种 分 解 可 以 用 图 5. 8 表示 。 当 我 们 把 反问 题 从 V, 空间 分 解 为 
Vjn@Wint 时 ,由 于 Vj 空间 仅 包含 V, 空间 中 的 低 波 数 成 分 ,因此 
在 Vi 空间 中 求 得 的 解 应 是 V, 空间 中 反问 题 在 所 有 模型 参数 附近 
局 部 化 的 某 种 平均 值 解 。 又 由 于 Va E V, 中 的 正 交 空间 Wi 含有 
V; 空间 中 的 高 波 数 成 分 ,因此 在 了 + 空间 中 不 能 得 到 分 辨 的 小 尺度 
特征 , 却 能 通过 在 V 空间 中 的 求解 而 得 到 分 辨 。 这 就 是 多 尺度 方法 
逐渐 提高 分 辩 率 的 原理 。 

3. 多 尺度 反 演 法 

多 尺度 反 演算 法 可 以 表示 为 三 个 基本 算 子 的 操作 过 程 :第 一 个 
算 子 将 地 球 物理 反问 题 从 尺度 零 ( 小 尺度 ) 依 次 分 解 为 尺度 1,2,… 
等 大 尺度 的 反问 题 ; 第 二 个 算 子 求 取 各 尺度 上 反问 题 的 解 ;第 三 个 算 
子 将 j(jE2) 尺 度 上 的 解 嵌 人 尺度 j 一 1, 并 将 其 作为 尺度 j 一 1 ER 
问题 寻 优 的 起 始点 。 为 方便 理解 ,下 面 以 尺度 2 的 情况 加 以 说 明 。 多 
尺度 时 ,可 以 类 推 。 

如 设 实测 数据 是 按 等 间隔 采样 而 获得 的 , 设 其 采样 间隔 为 h, 记 
其 反问 题 所 在 空间 为 ,其 对 应 尺度 为 零 。 相 应 地 E* 表 示 尺 度 为 1 
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图 5.8 多 尺度 分 解 示意 图 


时 反问 题 所 在 空间 ,其 对 应 的 数据 相当 于 在 E 中 以 2h 为 间隔 , 依 某 
一 准则 进行 重新 采样 而 获得 ,这 一 过 程 可 表示 为 : 

Tt: EX E” (5. 63) 
Shep Ti" 表示 地 球 物 理 反 问题 从 原 空 间 EOR BE yD BR BE 
(尺度 为 1) 的 多 尺度 分 析 算 子 。 然 后 ,在 E* 空 间 求 反问 题 的 解 , 用 算 
符 R* 表 示 。 第 三 个 算 子 区 将 E* 空 间 经 R* 得 到 的 反问 题 的 解 谋 人 
E' 空间 中 , 即 : 

Th, + E*—>E* (5. 64) 
RRA RAR HE” WREX E 中 原 反 问题 寻 优 的 起 始点 。 

设 地 球 物 理 线性 反 演 问题 的 数据 方程 为 : 

Gomme 
这 里 ,有 三 种 方法 可 实现 多 尺度 分 解 反 演 。 

第 一 种 方法 : 
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上 式 两 端 同 乘 以 选择 的 小 波 ( 如 haar 小 波 或 Daubechies 小 波 ) 
对 应 的 变换 矩阵 W, 得 : 


WGm=We (5. 65) 
式 中 采样 点 数 M 二 2’, 对 应 于 尺度 247 (j=1,2,",k)。 

将 上 式 重新 整理 得 : 

Gm=e (5. 66) 


这 里 :G 二 WG， e=We. 

当 j=1 时,M=2, 反 演 两 个 数据 的 (5.65) 方 程 ,可 以 用 前 面 讲 
述 的 各 种 方法 求解 ,然后 将 其 结果 作为 ) 一 2, 即 4 个 数据 时 反 演 问 
题 的 初始 模型 ,再 反 演 (5. 65), 依 次 类 推 , 计 算 8 个 数据 ,16 个 数据 
… 的 反 演 问题 ,直至 最 小 的 尺度 , 即 最 大 采样 率 时 的 反问 题 。 这 时 的 
解 ,就 是 问题 的 最 终 解 。 

这 种 尺度 分 解 算法 的 优点 是 只 需 对 等 式 两 端 作 一 次 小 波 变 换 ， 
计算 量 小 ;缺点 是 尺度 分 解 仅 作用 于 数据 e 和 核 函 数 G, 对 模型 m 无 
尺度 运算 概念 。 如 MN, 则 分 尺度 的 求解 总 是 欠 定 问题 ,而 欠 定 问 
题 的 求解 又 总 要 在 一 定 假设 条 件 下 才能 完成 ,这 就 造成 不 同 尺 度 解 
之 间 继 承 性 不 能 保证 ,不 能 充分 利用 多 尺度 分 解 的 特点 。 

第 二 种 方法 : 

We=WGW'Wm=(W(WG)")'Wm (5. 67) 

e=Gm 
th :G=(W(WG)")"; = m=Wm 

反 演 时 与 第 一 种 方法 一 样 ,开始 从 大 尺度 开始 ,逐渐 缩小 尺度 ， 
直到 最 小 尺度 。 

第 三 种 方法 : 

e=GW'Wm=(WG')'Wm=Gm (5. 68) 
RH :G=GW 

以 上 三 种 方法 可 分 别 适 用 于 不 同 地 球 物 理 反 演 问题 。 

如 前 面 所 述 , 反 演 2 尺度 地 球 物 理 问题 时 ,可 以 采用 任何 一 种 
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合适 的 反 演 方法 ,如 广义 反 演 法 等 。 

在 2 尺度 上 的 解 , 用 作 下 一 尺度 2 一 :的 初始 模型 时 ,需要 进行 
插值 , 即 解 的 样 点 要 加 密 一 倍 。 从 某 种 意义 上 讲 ,插值 本 身 就 是 从 2 
尺度 对 2/-: 尺 度 解 的 一 种 猜测 ,插值 方法 不 同 , 结 果 也 不 一 样 。 一 般 
采用 样 点 复制 或 线性 插值 的 方法 。 


如 前 所 述 , 非 线性 反 演 法 , 近 十 年 来 受到 地 球 物理 学 家 和 应 用 数 
学 家 的 广泛 关注 ,发 表 了 大 量 的 论文 和 研究 成 果 , 本 书 中 仅 只 简要 地 
举 它们 中 的 一 部 分 。 由 于 非 线性 问题 涉及 广泛 ,不 仅 与 大 量 数学 、 物 
理 问 题 有 关 , 而 且 也 渗透 着 其 他 基础 学 科 ( 如 生物 、 化 学 地质) 和 应 
用 学 科 ( 如 计算 机 科学 、 经 济 学 …) 的 研究 成 果 。 可 以 说 , 非 线性 反 演 
法 的 发 展 ,是 学 科 交叉 、 联 合 的 反映 。 正 由 于 它 是 一 门 全 新 的 新 兴学 
科 , 必 然 还 有 许多 不 足 , 理 论 不 完备 ,方法 不 完善 ,效果 还 有 待 进一步 
提高 。 也 就 是 说 ,还 有 许多 问题 需要 开展 深入 的 研究 。 

和 线性 反 演 法 不 同 ,一 般 说 来 , 非 线性 反 演 法 计算 工作 量 都 很 
大 ,要 求 并 行 机 。 因 此 ,硬件 不 足 , 也 往往 成 了 非 线性 反 演 法 前 进 的 一 
大 障碍 。 

虽然 , 比 起 线性 反 演 法 而 言 , 非 线性 收敛 到 局 部 极 小 的 可 能 性 已 
大 大 减 小 ,但 实践 证 明 , 它 并 未 从 根本 上 解决 迭代 最 终 收敛 于 总 体 极 
小 这 一 棘手 问题 .然而 , 它 确实 向 既定 目标 一 一 减 小 反 演 中 的 非 唯一 
性 范围 ,避免 欠 代 中 收敛 于 局 部 极 小 的 情况 发 生 一 一 前 进 了 一 大 步 。 
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结 R i 


书 已 经 写 完 了 ,但 又 觉得 该 说 的 话 还 没有 言 尽 .如 果 把 这 几 名 该 
说 的 话 放 在 正文 ,又 似乎 不 要, 有 文 不 对 题 之 嫌 , 甚 至 影响 已 经 确定 
的 体系 。 所 以 ,只 好 把 几 句 言 而 未 尽 的 话 放 在 这 里 了 。 

在 当今 地 球 科学 大 发 展 的 新 时 代 , 地球 物 理学 对 确定 新 的 地 球 
观 提供 了 决定 性 的 证 据 , 起 了 十 分 重要 的 作用 。 而 在 寻找 有 用 矿产 
(如 石油 天然 气 以 及 各 种 金属 和 非 金属 矿 ) ,使 之 为 人 类 服务 方面 ， 
地 球 物理 勘探 又 战功 显赫 。 在 这 两 方面 反 演 理论 都 建立 了 不 朽 的 功 
绩 。 然 而 , 随 着 勘探 的 不 断 深入 , 待 解决 问题 复杂 性 的 加 大 ,如 埋 深 不 
断 加 大 等 ,单一 物探 方法 的 反 演 工作 已 不 完全 适应 新 形势 的 要 求 , 联 
合 反 演 已 迫在眉睫 。 因 为 我 们 借以 寄居 的 这 颗 行 星 , 本 来 就 是 千 姿 百 
态 ,千变万化 的 ,不 可 能 用 一 种 地 球 物理 特征 去 描述 、 或 者 准确 地 描 
述 一 种 地 质 构造 、 一 种 矿产 资源 。 为 此 ,必须 采取 综合 的 战略 。 把 单 
一 地 球 物理 资料 的 反 演变 为 反映 各 种 不 同 地 球 物理 场 或 地 球 物理 资 
料 的 联合 反 演 ,是 当今 地 球 物理 资料 反 演 的 总 趋势 ,也 是 发 展 的 必 
然 。 我 们 提倡 联合 反 演 , 但 并 不 否认 对 单一 资料 反 演 方法 深 和 人 研究 的 
必要 ,特别 是 提高 分 辨 力 ,减少 非 唯一 性 方面 的 研究 的 必要 。 

事实 上 ,不 少 地 球 物理 学 家 正在 专心 致 志 地 从 事 这 项 研究 工作 。 
应 该 说 ,联合 反 演 方法 和 单一 资料 的 反 演 方法 ,原则 上 并 无 不 同 。 不 
同 的 是 ,首先 必须 弄 清 哪些 地 球 物理 资料 可 以 实现 联合 ,达到 反 演 的 
目的 ;其 次 ,如 何 构 制 目标 函数 ,才能 达到 最 佳 的 联合 效果 ;第 三 , 选 
择 何 种 限制 条 件 , 强 加 什么 样 的 先 验 信息 ,才能 最 大 限度 地 减 小 解 的 
非 唯一 性 ,提高 分 辨 力 , 以 增强 地 球 物理 资料 反 演 的 地 质 效果 。 

当今 地 球 物理 资料 反 演 的 另 一 发 展 趋势 是 更 多 地 注意 非 线性 反 
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演 方法 的 研究 ,这 不 仅 是 因为 大 多 数 地 球 物理 问题 都 是 非 线性 问题 ， 
对 于 非 线性 问题 ,最 好 的 办 法 是 采用 非 线性 的 方法 去 研究 ,而 不 是 采 
用 线性 逼近 或 其 他 什么 方法 去 研究 .而且 , 非 线 性 反 演 方法 可 以 有 效 
地 减少 解 的 非 唯 一 性 ,尽量 避免 在 反 演 和 迭代 过 程 中 , 陷 人 目标 函数 的 
局 部 极 小 ,因而 ,可 以 提高 分 辨 力 ,增强 反 演 的 地 质 效果 。 

如 前 所 述 , 非 线性 反 演 方法 还 处 于 研究 阶段 ,尚未 取得 像 线性 反 
演 法 那样 明显 的 地 质 成 果 。 要 在 非 线 性 反 演 研究 方面 取得 成 果 , 必须 
加 强 基础 理论 和 应 用 两 个 方面 的 研究 .根深 才能 叶 茂 ,只 有 那些 数理 
基础 扎实 ,知识 面 广 ,地 球 物理 反 演 功底 雄厚 的 人 , 才 可 能 在 像 非 线 
性 反 演 理论 这 样 的 交叉 学 科 的 研究 方面 取得 成 功 。 

此 外 ,努力 开展 二 维 、 三 维 地 球 物理 资料 的 反 演 ,是 反 演 理论 发 
展 的 另 一 个 重要 方向 。 事 实 上 ,一 维 地 球 物理 模型 是 不 存在 的 , 它 只 
是 实际 地 球 物理 模型 的 一 种 十 分 粗略 的 近似 。 绝 大 多 数 地 球 物理 模 
型 ,不 是 二 维 就 是 三 维 的 。 因 此 ,开展 这 方面 的 研究 就 显得 十 分 重要 
和 完全 必要 。 就 地 球 物理 资料 反 演 现状 而 言 ,二 维 反 演 已 开始 应 用 于 
生产 实践 ,三 维 反 演 仍 处 于 研究 和 试验 阶段 ,其 原因 不 在 于 当今 的 反 
演 方 法 和 理论 跟 不 上 生产 实践 的 发 展 ,而 在 于 硬件 的 发 展 跟 不 上 形 
势 ,因为 三 维 反 演 需 要 大 量 的 计算 时 间 和 昂贵 的 计算 费用 。 应 该 说 ， 
并 行 计算 机 的 出 现 ,为 三 维 地 球 物理 资料 反 演 问题 的 普遍 推广 提供 
了 必要 的 环境 保证 和 硬件 支撑 。 

为 什么 二 、 三 维 反 演 需要 大 量 的 计算 时 间 呢 ?实验 告诉 我 们 ,二 、 
三 维 反 演 中 真正 耗费 CPU 的 是 正 演 计算 。 因 为 除 极 个 别 的 简单 二 、 
三 维 地 球 物理 模型 的 正 演 问题 可 以 用 解析 公式 计算 外 ,一 般 都 只 能 
采用 数值 的 方法 : 即 有 限 差分 有限 单元 、 积 分 方程 和 边界 元 法 进行 
计算 。 即 使 计算 一 个 简单 的 三 维 模型 的 正 演 问 题 ,其 计算 时 间 也 大 得 
惊人 。 据 报道 ,计算 一 个 简单 三 维 模型 的 MT 正 演 问 题 ,用 IBM-486 
也 得 用 去 几 十 小 时 的 时 间 。 这 不 但 增加 了 计算 经 费 ,更 重要 的 是 也 使 
这 种 方法 失去 了 实用 价值 ,所 以 尽快 使 用 到 并 行 机 是 实现 二 三维 反 
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演 的 重要 前 提 。 

最 后 ,还 应 该 指出 ,到 目前 为 止 ,对 反 演 结果 的 评价 ,不 管 是 线性 
评价 还 是 非 线性 评价 ,在 我 国 均 未 得 到 必要 的 重视 ,评价 是 反 演 理论 
的 一 个 重要 问题 ,应 该 得 到 应 有 的 关注 。 
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